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Benaderingsuitdrukkingen voor den cirkelomtrek 


DOOR 
Dr. F. SCHUH (Groningen). 
(Vervolg van bladz. 116, 1Oen jg.) 


S 2. Rationale benaderingsuitdrukkingen voor den 
cirkelomtrek. 


5. Probleemstelling. Volgens de methode van Archi- 
medes wordt de cirkelomtrek ingesloten tusschen de grenzen 


Don 
Par 
die men, zooals in S$ 1, No. 4 gebleken is, door de iets 
dichter bij elkaar liggende grenzen 
al Pon dl 
ER 
kan vervangen. Zoo ontstaat de vraag: 
Homogene functies van den eersten graad in p, en p, te 


EN Pes 


P‚n en P 


vinden, die den cirkelomtrek tusschen nog nauwere grenzen 
insluiten. 

Zulk een functie, die we een benaderingsuitdrukking (voor 
den cirkelomtrek) zullen noemen, kan aldus geschreven 
worden : 


0 Ce KES 


Van deze benaderingsuitdrukking verlangen we natuur- 
lijk, dat ze voor n= den cirkelomtrek 2x tot limiet 
heeft. Daar zoowel p, als p,, tot limiet 2r heeft, is hier- 


voor noodig en voldoende, dat 
| AC EN ban eat ar EO 
is en f («) continu voor #=—=1. Hoe sneller echter de be- 
naderingsuitdrukking tot haar limietwaarde nadert, des te 
bruikbaarder is ze, 
Snellius heeft het eerst benaderingsuitdrukkingen voor 
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den cirkelomtrek opgesteld, die voor toenemende waarden 
van ” belangrijk sneller tot den cirkelomtrek naderen 
dan de grenzen van Archimedes. Snellius geeft nl. een 
constructie voor een lijn, iets grooter, en een constructie 
voor een lijn, iets kleiner, dan een gegeven cirkelboog, 
welke constructies, tot den geheelen cirkelomtrek herleid, 
voeren tot: 


Vk Pan Panteln 
re rak ema 
ZO rn De Sp, 
of: 
; Wire bele 
Pin SOsn Pa) FED p,) Cr KD CP 
RB ne 
3p,, E 


De door Snellius gegeven bewijzen zijn echter niet cor- 
rect. De juiste bewijzen zijn door Huygens gegeven, die 
aan de constructies van Snellius nog andere, waaronder 
veel nauwkeuriger, benaderingsuitdrukkingen toevoegde. 

Op één uitzondering na *) zijn al deze benaderingsuit- 
drukkingen rationale functies van p, en Pi: Daar deze 
voor de beciĳjfering verreweg het geschiktst zijn, zullen we 
ons in het volgende uitsluitend met rationale benaderingsuit- 
drukkingen bezig houden. Dit zijn dus benaderingsuitdruk- 
kingen van de gedaante (17), waarin f(x) een rationale 
functie van « voorstelt. Aan de bovengenoemde voor- 
waarde van continuïteit is dan voldaan. 


6. Eenzijdigheid en monotoniteit. Heeft de benaderings- 
uitdrukking de eigenschap, dat ze voor waarden van nn, 
die een zeker getal overschrijden, uitkomsten geeft, die òf alle 
niet grooter, òf alle niet kleiner zijn dan de cirkelomtrek, dan 
noemen we die uitdrukking eenzijdig, en spreken in het 


1) Deze uitzondering is de ongelijkheid 
8 
‚(En 
ne Erer ) 
2 P» 


waaraan Huygens merkwaardigerwijze bijzonder veel waarde hecht, 
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eerste geval van een onderste grens, in het tweede geval 
van een bovenste grens voor den cirkelomtrek. 

Geldt ditzelfde niet alleen voor voldoend groote waarden 
van ”, maar voor vedere waarde van n, die niet kleiner dan 1 
is t), dan noemen we de benaderingsuitdrukking permanent- 
eenzijdig en spreken van een permanente onderste of bovenste 
grens. 

Het is duidelijk welk voordeel de permanente eenzijdig- 
heid oplevert. Heeft men nl. twee benaderingsuitdrukkingen, 
waarvan de ééne een permanente onderste grens, de andere 
een permanente bovenste grens is, dan krijgt men voor 
iedere waarde van „ !) twee getallen, waartusschen het 
getal z met zekerheid gelegen moet zijn. 

We noemen een benaderingsuitdrukking monotoon stijgend, als 
voor iedere waarde van n, die een zeker getal overschrijdt, 
voldaan is aan de ongelijkheid 


par(be)er(G2)s: Ee er (19) 


monotoon dalend, als voor iedere waarde van n, die een zeker 
getal overschrijdt, voldaan is aan: 


paf (5 )2onr (GE) 


n 4N 


Laten we in het midden, welk van deze twee gevallen 
zich voordoet, dan noemen we de benaderingsuitdrukking 
kortweg monotoon. 

Is aan de definitie van monotoniteit voldaan voor iedere 
waarde van #1), dan noemen we de benaderingsuitdrukking 
permanent-monotoon. 


4. Verband tusschen monotoniteit en eenzijdigheid. Het 
geval van monotoniteit is daarom van belang, omdat uit 
de monotoniteit de eenzijdigheid volgt. Immers is voor 
iedere waarde van »n, die een zeker getal overschrijdt, 
aan (19) voldaan, dan is ook voldaan aan: 


1) In het vervolg zullen we gemakshalve steeds van „iedere 
waarde van 2” spreken als bedoeld is „iedere waarde van #, die 
niet kleiner dan 1 is,” 


el 


vanf (Gi) ant GG) an! Gn 


waarvoor we afkortend schrijven : 


fo Sf Ufo Sen er 
waarin : 
D,, E 
fr=Dif (p=) als un nn ZD 
EP Pon 
Nu is lim f,=?, waaruit in verband met (20) volgt: 
1 
fo Ss 2, 
dus: 
Pr (2%) C 2m (22) 
NAP ntt 


hetgeen dan geldt voor iedere waarde van „n, die een 
zeker getal overschrijdt. 

Daar met vervanging van < door ) hetzelfde voor 
dalende monotoniteit geldt, heeft men: 

Is de benaderingsuitdrukking monotoon, dan is ze ook eenzij- 
dig. Ze is dan een onderste of een bovenste grens al naar ge- 
lang de monotoniteit stijgend of dalend ós. 

Evenzoo heeft men natuurlijk: 

Is de benaderingsuitdrukking permanent-monotoon, dan is ze 
ook permanent-eenzijdig. We spreken dan van een permanent- 
monotone onderste of bovenste grens. | 

Uit (20) of (22) volgt verder: 

ls de benaderingsuitdrukking monotoon, dan nadert ze dichter 
tot den cirkelomtrek, of verwijdert zich daar in elk geval niet 
verder van, als men n door 2n vervangt, mits (voor het geval 
de monotoniteit niet permanent is) n voldoend groot zij. 


8. Bewijs der monotoniteit en eenzijdigheid eener rationale 


benaderingsuitdrukking. Is de benaderingsuitdrukking rati- 
onaal, dan kan aan de vergelijking 


pnt 5) raf (5). goe leen) 
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slechts voor een eindig aantal waarden van „” voldaan 
zijn. Immers uit de vergelijking (10) van Gregory (zie 
8 1, No. 3) volgt: 


zoodat, als we Pan y stellen, voor (23) geschreven kan 
4Nn 
worden : 
Wren Di 1 EDI € VORMER 0 ILE) 

Is f(y) rationaal, dan is deze vergelijking (zooals in de 
volgende paragraaf blijken zal) geen identiteit, en dus te 
herleiden tot een, hoogere machtsvergelijking in y‚ waar- 
aan slechts voor een eindig aantal waarden van y voldaan 
kan zijn. Verder is er slechts een eindig aantal waarden 
van y‚ waarvoor een der leden of beide leden van de 
verg. (24) oneindig groot wordt. 

Er is dus slechts een eindig aantal waarden van u, 
waarvoor aan de verg. (23) voldaan is, of waarvoor een 
der leden of beide leden dezer vergelijking ov is. Zij n, 
een. getal, dat grooter is dan deze waarden van », voor 
zoover ze eindig zijn *), dan heeft 


Po Pin p 
ee) al 00, eb etehlas) 
voor alle waarden van #, die grooter dan », zijn, hetzelfde 
teeken. De benaderingsuitdrukking is dus monotoon. 

Is de monotoniteit stijgend, dan is voor iedere waarde 
van », die grooter dan », is, voldaan aan (19) met het 
teeken {, dus aan (22) met het teeken {. 

We vinden dus: 

„Ken rationale benaderingsuitdrukking is steeds monotoon en 
dus eenzijdig. Voor iedere waarde van n, die een zeker getal 
overtreft, is de benaderingsuitdrukking kleiner (grooter) dan de 
cirkelomtrek, terwijl de benaderingsuitdrukking grooter (kleiner) 
wordt, en dus meer tot den cirkelomtrek nadert, als men n 
door een tweemaal zoo groot getal vervangt. 


1) Voor „== @ is nl. aan de verg. (23) voldaan. 
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9. Voorwaarde voor permanente morotoniteit. De bena- 
deringsuitdrukking is permanent-monotoon als de uitdruk- 
king (25) voor iedere waarde van n *) hetzelfde teeken heeft. 


a en Tapete EO 4 
Daar men voor n=l heeft en iv Zen voor 
n=ory=ls vindtemen duss 

De benaderingsuitdrukking is permanent-monotoon als f (y) — 


yf(2y* —f) voor waarden van y, die voldoen aan } V2 <y <1, 


niet van teeken wisselt, en dus voor genoemde waarden van y 
steeds hetzelfde teeken heeft of O of @ is. De benaderingsuit- 
drukking is een onderste of een bovenste grens al naar gelang 
dit teeken positief of negatief is. 


S 3 Bewijs, dat 27 niet rationaal in p‚„ en p, is uit te 
drukken. 
10. Functionaalvergelijking voor f(y). Onderstellen we, 
dat (17) niet een benaderingsuitdrukking, maar een geheel 


juiste uitdrukking voor den cirkelomtrek 2x is, en wel 
voor iedere waarde van n, zoodat men heeft: 


P,, 
== Es mes . e . ° . . . 26 
2 =D, Aere, (26) 
Door deze vergelijking is de functie f(a) gedefiniëerd *), ten- 


Pp 
minste voor waarden van ®=— gelegen tusschen O (voor 
2n 
n=l) 3) en 1 (voor n= 00). 


Uit (26) volgt: 
neben (Ee), nt AE) 


daar beide leden gelijk zijn aan 2. Drukt men p, met 


1) Zie noot 1, bldz. 7. 
2) Men kan gemakkelijk aantoonen, dat men heeft : 


Khmrate 


3) Men heeft nl. p, =0, p; =4. 


EL 


behulp van de verg. (10) van Gregory in p‚, en iben 
uit, dan gaat (27) over in: 


Dep 5) paf GE 


RAS 
Door hierin Si =y te stellen wordt dit: 


An 
fw=yf@yt-D 29 

De functie f van vergelijking (26) voldoet dus aan de func- 
tonaalvergelijking (29), waarin y alle waarden kan aannemen 
gelegen tusschen 1/2 (voor n=l) en 1 (voor n= oo). 

Is omgekeerd f(y) een functie van y, die voor de ge- 
noemde waarden van y aan de verg. (29) voldoet, dan is 
voor iedere waarde van „ !) aan (28), en dus ook aan (21) 
voldaan, waaruit, als f(y) continu is voor y = 1, verder volgt: 


pf (=p, f ()= f(I), 


=== 20 


(28) 


zoodat aan (26) voldaan is als ook aan (18) voldaan is. 
We vinden dus: 

Is f(y) een functie van y,‚ die voor alle waarden van y ge- 
legen tusschen 4/2 en 1 aan de functionaalvergelijking (29) 
voldoet en voor y=l continu is en de waarde 1 aanneemt, 
dan is voor iedere waarde van n t) aan de vergelijking (26) 
voldaan. 

Daar f(«) door de verg. (26) bepaald is voor waarden 
van «& gelegen tusschen O en 1, en deze vergelijking een 
gevolg blijkt te zijn van (29) en (18) in verband met de 
continuïteit van f(x) voor # == 1, heeft men: 

Door de verg. (29) voor waarden van y tusschen $V/2 en Ì, 
“en de verg. (18), gecombineerd met de continuiteit van f(a) voor 
a=l, is de functie f(x) bepaald voor waarden van x tus- 
schen O en 1. 


11. Bewijs, dat f'(x) niet rationaal is. We zullen nu aantoonen: 
De functie f(x), waarvoor aan de vergelijking (26) voldaan 
is, is met rationaal. 


1) Zie noot 1, blads. 7, 
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Had men nl. 
TGE 
fa) Win 
waarin 7’ en N geheele rationale functies van x zijn, en 
was aan (26), en dus ook aan (29) voldaan, dan zou voor 
iedere waarde van y moeten gelden: 
Ty) yy =l) 
SEULE 
TY) NY D= NW) Ty? —1). « … (30) 
Zij nu T'(e) van den graad zr, en N(«) van den graad v, 
terwijl de termen van den hoogsten graad van 7'(@) en N () 
resp. zijn Ax” en Bx’ (A#0, B#0). De termen van den 
hoogsten graad in het eerste lid van (30) zijn dan: 
2’ AB yere 
en in het tweede lid van (30): 
97 AB Mane, 


of: 


Willen deze termen tegen elkaar wegvallen, dan moeten 
de exponenten van y,‚ en de coëfficiënten gelijk zijn, waar- 


uit volgt: | 
TJ vr dv 1 
en Vv —=T, 
welke beide vergelijkingen met elkaar in strijd zijn. 
Men komt dus tot een ongerijmdheid door te onderstellen, 
dat aan (26) door een rationale functie voldaan is *). 


S 4. Orde eener rationale benaderingsuitdrukking. 


12. Definitie der orde. We zullen nu weer onderstellen, 
dat f(x) een rationale functie is, zoodat, als aan (18) vol- 


1) Algemeener kan men aantoonen, dat de functie f (w), waarvoor 
aan (26) voldaan is, niet algebraïsch (en dus in het bijzonder ook geen 
worteluitdrukking) is, d.w.z. geen wortel van een hoogere machtsver- 
gelijking, waarvan de coëfficiënten geheele rationale functies van « zijn. 

Opgemerkt zij, dat, als f(z) rationaal was, ook het getal zr 
rationaal was, zooals onmiddellijk blijkt door 2 —=1 stellen ; daar 
2 T'(O) 

N(0)" 
Omgekeerd volgt echter uit het niet-rationaal zijn van f(x) nog 
niet dat mr irrationaal is, terwijl dit ook niet uit het niet-alge- 
braïsch zijn van /(x) volgt. 


dan pO en p‚„=4 is, zou men nl. vinden r = 
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daan is, de uitdrukking (17) slechts een benaderingsuit- 
drukking voor den cirkelomtrek is. 

Om nu te onderzoeken of de benaderingsuitdrukking 
meer of minder snel tot haar limietwaarde nadert, hetgeen 
natuurlijk voor de bruikbaarheid der benaderingsuitdrukking 


DP 
van zeer veel belang is, vergelijken we en ie ) met 
2n 


Pp 
Pf (ee): Voeren we dezelfde afkorting in als in $ 2, 
an 


No. 7, nl. de afkorting aangegeven door (21), dan beschouwen 
we dus het verschil 


fi-ho*Df (GD), f end) 


of als we de daarin voorkomende grootheid p‚, met behulp 
van (10) in p,, en p,‚, uitdrukken en 
Pon 
ene ne ee OD 
stellen : 
filo =D PW) — 4 YP Dip, F4) « GP) 
waarin dus ter afkorting | 
We yfeyr DE (g)een 1e (99) 


gesteld is. Uit (18) volgt nu verder onmiddellijk: 
EI) OT HOPES Mila ere malle 1(B4) 


Zooals nog nader zal blijken, maar ook reeds op zich 
zelf duidelijk genoeg is, nadert de benaderingsuitdrukking des 
te sneller tot haar lmietwaarde, naarmate F(y) sneller tot O 
nadert als y tot 1 nadert. 

Is f(y) rationaal, dan is ook #'(y) een rationale functie 
van y. In den vorm van een onverkleinbare breuk ge- 
bracht, zal de teller dier breuk volgens (34) nul worden 
voor y=l, en dus deelbaar zijn door 1—gy. F'(y) kan ech- 
ter ook wel door een hoogere macht van 1 —y deelbaar 
zijn. Den exponent m van de hoogste macht van 1 —y, waar- 
door f(y)—yf(2y* —1) deelbaar is, zullen we de orde der 
benaderingsuitdrukking noemen. 
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Men heeft dus: 
B gi 
Am IE EON 
(Li 
waarin G(y) een rationale functie is, die voor y =1 een 
eindige van nul verschillende waarde heeft. 

Daar 1—y positief is, heeft f(y)— yf(2y? —1) voor 
waarden van », die groot genoeg zijn, het teeken van G(1). 
Volgens het in $ 2, No. 8 en 9 gevondene heeft men dus: 

De benaderingsuitdrukking is een onderste of een bovenste 
grens al naar gelang G(1) positief of negatief is. Hierin ds 
G(y) door de vergelijking (36) gedefiniëerd, waarin m de orde 
der benaderingsuitdrukking voorstelt. 


13. Limietverhouding voor de fout. Onder de fout der bena- 
D 
deringsuitdrukking pf ae) verstaan we het bedrag, dat 
2n 


bij die uitdrukking moet worden opgeteld om den cirkelomtrek 
te krijgen, dus : 


utr paf (7). EE (36) 


zoodat we de fout positief noemen als de benaderings- 
uitdrukking te klein, negatief als ze te groot is. 
Gebruik makend van de afkorting (21) heeft men nu: 
ff = Ai fo) Fr fa fd hlfgrr fa) TE 
Door tot de limiet (2= oo) over te gaan en te bedenken, 
dat lim f,= 2 is, vindt men: 


fout = 2 — fo = (fi — fo) + (fa — fi) + (fa — fa) Hes, (81) 
waarin het laatste lid een oneindig voortloopende reeks 
voorstelt. 

Nu volgt uit (82) en (85): 


A —fo=Dj(l—-0)G WY), 
of volgens (81): 


lito en 
( Mm 
Pin — Pon) Pin | 
Door tot de limiet (voor „== oo) over te gaan, vindt men : 


(38) 
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GD) 
en 2) 


D. w.z. is e een willekeurig klein positief getal (niet 0), 
dan kan men „ zoo groot nemen, dat men heeft: 


GADE Lal GHT e 40 
nn m ml zes AES, 
(2) CON) AMEN) 
en dat ditzelfde geldt als men „ door een grooter getal 
(dus in het bijzonder ook door ?n, 4n, &n, enz.) vervangt. 


Uit (40) en de vergelijkingen, die men verkrijgt door hierin 
n door 2n, An, enz. te vervangen, volgt dan: 


m G(I)—e 


m GU) He 


OON PA) ont ndr dt (Den) 2 Î ’ 
m G(I)—e m_G() He 
Dn) ore GODEN gr! ’ 
enz. 
Door optelling volgt hieruit in verband met (37): 
Selen Cr fo C slat Biss) 
(2r) (2x) 


waarin : 


S= Dow) HDi Pr) FD on Por) +: (42) 
Uit (41) volgt verder: 

2 fe GH) ze OER U 3) 
$ (gait 4 

zoodat het nog op de bepaling van $ aankomt. 


Om voor $ een limietverhouding te vinden leiden we uit 
de vergelijking (10) van Gregory door oplossing van p, af: 


lim 


Des CDD) 


| 


di Dis 
waaruit : 
Dan Din Pan) 
Pon ge ie DD) 


of : 
Pin 
Pin Lan Mn po) Pan Pm) 
Hieruit volgt: 
Se lim 4. « . (44) 
Pon Pn Pin Pm 


Is nu ò een willekeurig klein positief getal, dat we in 
elk geval kleiner dan # willen onderstellen, dan kan men 
n zoo groot nemen, dat 


2 


vt OREN 
2D n DEE arten 


gelegen is tusschen 4 en 4d en dat ditzelfde voor groo- 
tere waarden van „ geldt. Men heeft dan: 


ED en Pi) Pan Pan SET ID EN 
Evenzoo is: | 
1D n° Pan) Pen” Pan SET) Den BNN 

waaruit in verband met de vorige vergelijking volgt: 
DD) Pan Pin AT) B 

evenzoo is: (5), — DP) Pon Pen Er Do Lj) 

COPD) SPran Linser IA 

| enz. 


Door de ongelijkheden (45) en (46) tot de mde macht te 
verheffen en op te tellen, vindt men, lettend op (42): 


(46) 


OT PT DEP PaP) SK 
GH" AL EE NED IN 


BENE Jeker ed 
1D (pob) 1-43) 
dus : 


RON pr rani. 
Wikke nge 

Door de overeenkomstige leden van (43) en (47) met 
elkaar te vermenigvuldigen en f, weer door 


P 
Din Era, 


te vervangen, vindt men : 


im 


(41) 


Pa 


Voor de fout 2x ae a 
2n 


) eener benaderingsuitdrukking 


van de mde orde geldt : 


Hin ide eh en ‚ (48) 
r=e pr—D)" CPT" 


14. Andere definitie der orde, De laatste vergelijking 
geeft aan de orde eener benaderingsuitdrukking ook nog 
de volgende beteekenis: 


DP 
De orde der benaderingsuitdrukking pf ( Ee is de er- 
2n 


ponent van de macht van On De waardoor men de fout 


dier uitdrukking moet deelen om een eindige van nul verschillende 
limietwaarde op te leveren, welke limietwaarde dan door 
verg. (48) wordt aangegeven. 

Het is duidelijk, dat hieraan het begrip „orde” eener 
benaderingsuitdrukking zijn beteekenis ontleent. We heb- 
ben echter deze eigenschap niet als definitie der orde 
voorop gesteld omdat daaruit niet onmiddellijk blijkt, dat 
iedere rationale benaderingsuitdrukking een orde heeft, en 
dat deze orde een geheel getal is. 


15. Gevolgtrekkingen uit vergelijking (48). Uit de verg. (48) 
leidt men gemakkelijk af: 

De verhouding van de fout eener benaderingsuitdrukking tot 
die eener benaderingsuitdrukking van lagere orde, heeft als limiet- 
waarde nul, m.a.w. door n groot genoeg te nemen kan men de 
absolute waarde dier verhouding zoo klein maken als men wil. 

Wiskundig Tijdschrift, 1le Jaargang. 2 
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Daarentegen heeft de verhouding der fouten van twee benade 
ringsuitdrukkingen van dezelfde orde een eindige van nul ver- 
schillende limietwaarde. 


De limietwaarde, die men in het laatste geval verkrijgt, 
p 
laat zich gemakkelijk aangeven. Is nl. p,, f’ (Sn een 
2n 


andere benaderingsuitdrukking, eveneens van de orde m, 


/ BA UD 
en stelt men [VULE D _ Gr), dan volgt uit (48) 
VA) 
en de overeenkomstige vergelijking voor de tweede be- 
naderingsuitdrukking : 


ze Gt) EN 


m. a. W.; 


De limietverhouding van de fouten van twee benaderings- 


Pp, 
uitdrukkingen pf E 


zi) en Pp, 5) van dezelfde orde 
2n 


2n 
G (1) 
Gr) 

Verder volgt uit (48) nog: 

De verhouding van de fout eener benaderingsuitdrukking van 
de mde orde tot de mde macht van de fout eener benaderings- 
uitdrukking van de eerste orde heeft een eindige van nul ver- 
schillende lWimietwaarde. 


Hieruit blijkt, dat een benaderingsuitdrukking van de mde 
orde, als n groot is, ongeveer m-maal zooveel juiste cijfers van 
het getal zm levert als een benaderingsuitdrukking van de eerste 
orde. Terwijl dus een benaderingsuitdrukking van hoogere 
orde aanmerkelijk meer juiste cijfers van het getal zr levert 
dan een benaderingsuitdrukking van lagere orde (welk 
verschil des te grooter is naarmate n grooter is), is dit 
verschil bij twee benaderingsuitdrukkingen van dezelfde 
orde slechts gering; zoo geeft, als de limietverhouding 


is gelijk aan 


455) 


der fouten b.v. +4; bedraagt, de nauwkeurigste dier uit- 
drukkingen slechts twee juiste cijfers meer. 

Uit dit alles blijkt, dat de orde eener benaderingsuitdrukking 
over haar nauwkeurigheid beslist, en dat het verschil in nauw- 
keurigheid bij twee benaderingsuitdrukkingen van dezelfde orde 
van ondergeschikt belang is. 

Als laatste gevolgtrekking leiden we uit (48) in verband 
met (44) nog af: 

Vervangt men n door 2n, m. a. w. schrijdt men in de reeks 
der veelhoeken met een telkens tweemaal zoo groot aantal zijden 
een stap verder, dan wordt de fout eener benaderingsuitdrukking 


In je 
van de mde orde ongeveer 4 -maal zoo klein. 


16. Verdere herleiding van vergelijking (48). Tusschen de 
zijden a, en a, van den regelmatigen ingeschreven n-hoek 
en 2n-hoek bestaat de bekende betrekking: 


EEE De 4 
da, a, Orne 


n 
Door vermenigvuldiging met nt gaat deze vergelijking, 
lettend op (1) (zie $ 1, No. 1), over in: 
Din 
Po Pm PE 


waaruit : 4 
Pon 
2 han nn A SEC ALK 


3 a 
lim „? Omi ® waer Kauie % 400) 


Met behulp hiervan kan men (48) verder herleiden tot: 


remt G des 


Pp 
e 2m n 
lim » 2 —p, fl) ln 


We vinden dus: 


a | 
Voor de fout 2 — DP, f Ee ) eener benaderingsuitdrukking 


2n 


p 
Pont ( amd van de mde orde geldt; 


n= 00 n 
waarin ; 
G (4) MW) uk @yis 1) 


dg)" 


17. Benaderde waarde van de fout. In aanmerking ge- 
nomen, dat het bij de schatting van een fout niet op 
groote nauwkeurigheid aankomt, kan men uit de verg. 
(51) besluiten : 

Als n niet te klein is, kan 


rela) 1 


En Ee (52) 
göm—l (als ) ne” 


als een benaderde waarde voor de fout der benaderingsuitdruk- 
king worden aangemerkt. 


Hieruit leest men af: 

De fout eener benaderingsuitdrukking van de mie orde ds 
nagenoeg omgekeerd evenredig aan ne dus aan de 2mde macht 
van het aantal zijden van den veelhoek *), waarop men de 
benaderingsuitdrukking toepast. 

Neemt men dus het aantal zijden van dien veelhoek 
a-maal zoo groot, dan wordt de fout ongeveer a” __ maal 
zoo klein. Dit omvat het in No. 15 verkregen resultaat, 


dat de fout ongeveer 4-maal zoo klein wordt als men het 
aantal zijden verdubbelt. (Wordt vervolgd.) 


1) Het is onverschillig of men hieronder den 2x-hoek, dan wel 
den x-hoek verstaat, Het eerste ligt intusschen het meest voor de 
hand, daar, als men zegt een formule op een 2x-hoek toe te passen, 
men p, eveneens als reeds berekend kan beschouwen, zoodat dan 


ook Pr in de benaderingsuitdrukking mag voorkomen, 
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Enkele eigenschappen van een driehoek op welks 
zijden gelijkzijdige (gelijkvormige) driehoeken zijn 
beschreven 


DOOR 
L. J. HARMSEN (Weltevreden). 


(Vervolg van 1Oden jaargang, bladz. 143). 


IX. Driehoek A,B‚C, is gelijkvormig met driehoek ABC. 
Het zwaartepunt G is hun gelijkvormigheidspunt. 


Bewijs. Nemen wij het punt C, in beschouwing, dan 
weten wij, dat A C,B‚A, — A PRQ. Verlengen wij B,C met 
een stuk CD =B,C, dan zal, daar B,C=B,A, nu ook 
ACB,D A PRQ. 

Hieruit volgt le. CCO, :A,D =C.B, :A,B, 

0D: 
of. CC, 5 SARD. 
2e. CC, snijdt A‚D onder denzelfden hoek als C,B, de 


lijn B‚,A,, d. í. hoek R van A PQR. Verder is A A, DC —= 
A Cca, als c het midden is van AB, en a dat van BC, omdat 


A;C= £ XBO= TX }BO= 5 X Ca 


en CD =AB, = — X ac 


terwijl voorts de lijnen CD en ac, en de lijnen A‚C en Ca 
elkaar onder denzelfden hoek (/Q, van A PQR) snijden. 


Derhalve: Ze: A‚D =5 Xx Ce 


2e A‚D snijdt Cc onder den hoek Q van A PQR. 
In verband met het hooger gevondene blijkt dus: 


a. ws de 
pp 
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b.. CC, snijdt Ca onder een hoek gelijk aan het verschil 
der hoeken Q en R van A PQR 

d. k LC, Ce=/Q ZR. 

Derhalve heeft driehoek C,C c een constanten vorm. De 
driehoeken ABC en A‚,B,C, hebben voorts een gemeen- 
schappelijk zwaartepunt G, gelegen op Cc, zoodanig dat 

OG = 5 X Oe. 
Ook de driehoek CGC, heeft dus een constanten vorm, 
waaruit dus volgt 

less A ArBi0i AAB. 

2e. Gis hun gelijkvormigheidspunt. 

Gevolgen. 


1. Daar CC, =ixE X Ce, en LCC c=LQ— LR, 


moet, als wij Cc verlengen met cF =cC, op CF een drie- 
hoek CEF beschrijven gelijkvormig met A PRQ, ook AC,CE 
gelijkvormig zijn met A PQR. Daar verder CG =4CE, 
hebben wij nu een eenvoudig middel om in A PQR twee 
lijnen te construeeren, die in grootte en stand de verhou- 
ding weergeven van overeenkomstige lijnen van A ABC 
en A A,B,C,, alsmede den hoek, waaronder die lijnen 
elkaar snijden. Daartoe hebben wij nl. slechts A SQP == 
A PRQ te construeeren, op QR een punt T te bepalen, 
zoodanig dat QT = 4 QR, dan zullen TQ en TS de gevraagde 
lijnen zijn (0 babs Gs 0), 


2. De driehoek, gevormd door de middens der zijden 
van A A,B,C, zal nu ook gE OEDS met A ABC zijn. 
Die a Ate ontstaat : 

a: door binnenwaarts op de zijden van den driehoek ge- 
vormd door de middens van de zijden van AA,B,C, drie- 
hoeken te beschrijven gelijkvormig met A PRQ, 

of b: door buitenwaarts op de zijden van A A,B‚C, drie- 
hoeken gelijkvormig met A PRQ te beschrijven, zoodat 
een nieuwe driehoek A;B;C,; wordt gevormd, en vervolgens 
de middens van de lijnen A,A;, B,B3, C,C; te bepalen, 

of c: door buitenwaarts op de zijden van den driehoek 
gevormd door de middens der zijden van A A,B,C, drie- 
hoeken gelijkvormig met A PRQ te beschrijven, 
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of d: door binnenwaarts op de zijden van A A,B,Cs drie- 
hoeken gelijkvormig met A PRQ te beschrijven, zoodat 
een nieuwe A A;B;C; wordt gevormd, en vervolgens de 
middens te bepalen van A,As, B,B; en C,C,. 

De verkregen punten a,b,c, zijn dan zoodanig gelegen, 
dat nu de driehoeken a,aG, b‚bG& en c‚cGt een constanten 
vorm krijgen (—A SQT), waaruit volgt dat ook de drie 
hoeken a, AG, b‚BG, c‚,CG gelijkvormig zullen zijn, en wel 
alle gelijkvormig met A SRT. 


8. Is A PRQ gelijkzijdig, dan valt CC, langs Ce, terwijl 
CC, =zXCce. De punten A‚B en C vallen dan dus 
samen met de middens van B, CA Cm On A Bs, en dus 
Meern, end. 


4, Het is nu op een eenvoudige wijze mogelijk A ABC 
te construeeren indien in ligging gegeven zijn de punten 
A, B, en C,, ontstaan door op de zijden van AABC buiten- 
waarts driehoeken te beschrijven gelijkvormig met een 
gegeven A PQR, of wel de punten A, Bs, C‚ verkregen 
door de driehoeken binnenwaarts te beschrijven. 

In beide gevallen kan nl. A A‚B‚C, bepaald worden 
(door op A A,B‚C, binnenwaarts driehoeken te beschrijven 
gelijkvormig met A PRQ, dan wel op A,B,C, de driehoe- 
ken buitenwaarts aan te brengen) of wel A a,bsc, (zie ge- 
volg 2). Daardoor is de vorm van A ABC bepaald, en 
hierdoor het vraagstuk feitelijk opgelost. 

De punten A,‚B en C kunnen dan in hun juisten stand 
verkregen worden òf met behulp van het ander gevolg 1 
behandelde, òf door op de zijden van A A,B4,C, buitenwaarts 
resp. binnenwaarts driehoeken gelijkvormig met A PQR te 
beschrijven, waardoor driehoeken zullen ontstaan gelijk- 
vormig met den gegeven driehoek A,B‚C, resp. A,B,Cs, 
zoodat met behulp van het bekende gelijkvormigheidspunt 
G de oorspronkelijke driehoek gemakkelijk kan worden 
verkregen. 


5. In verband met het onder gevolgen 2 en 3 behan- 
delde wordt A ABC op eenvoudige wijze geconstrueerd, 
indien A PQR gelikzijdig is, b.v. uit A A,B,‚C, (fig. 9). 
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a. door binnenwaarts op A,B‚C, gelijkzijdige driehoeken 
te beschrijven, en de afstanden der verkregen punten 
A,B,C, middendoor te deelen. 


Fig.g: 


b. door buitenwaarts op A,B‚C, gelijkzijdige driehoeken 
te beschrijven, zoodat een A A;B;C; ontstaat, en de af- 
standen A‚A;, B‚Bs, C,C; middendoor te deelen. 


c. door binnenwaarts op de zijden van den driehoek ge- 
vormd door de middens der zijden van A A,B‚C, geliĳk- 
zijdige driehoeken te beschrijven. 
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Kenige beschouwingen over cirkel en js 


DOOR 
A. B. VAN HAMEL, (Den Haag). 
(Vervolg van 1Oen jaargang, bladz. 151.) 


Trekken we in de ellips van fig. VII een willekeurige 
koorde DC, die een hoek « maakt met A/B’, dan krijgen we, 
del „omdat deze, wat hunne 
onderlinge lengten be- 
treft, eigenlijk cirkel- 
koorden zijn, dat 
DO GOA GD: 
Het is niet noodig, dat het 
punt G binnen de ellips 
valt; is een der koorden 
raaklijn geworden, dan 
geldt ook voor dit geval 
Fig. VIL de bekende cirkel-eigen- 
schap, dat het kwadraat van de raaklijn = product der 
stukken is, waarin een snijlijn verdeeld wordt. 

Verschuiven we AB en DC ieder evenwijdig aan zich 
zelf, dan blijft deze eigenschap bestaan. We kunnen dus 
deze elliptische koorden met recht noemen toegevoegde 
cirkel-koorden, want bij een bepaalde koorde behoort maar 
één bepaalde andere; deze koorden en die welke er even- 
wijdig aan zijn, gedragen zich geheel als of ’t cirkelkoor- 
den waren. Ook volgt uit bovengenoemde eigenschap der 
toegevoegde cirkel-koorden bij een ellips, dat vierhoek 
ADBC een koorden-vierhoek is. 

Laten we nu ’t punt G naderen tot A, door de lijn DC 
evenwijdig aan zich zelf te verschuiven, dan blijft in elken 
stand van ’t punt G op de lijn AB de bovengenoemde 
koorden-vierhoek bestaan. 

Denk de koorde in den stand D’G’F’ op oneindig kleinen 
afstand van AF. Vierhoek AD’BF’ is nu koorden-vierhoek ; 
de omgeschreven cirkel van dezen vierhoek zal dus 2 onein- 
dig dicht bij elkaar liggende punten A en D’ metde ellips 
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gemeen hebben; hieruit volgt, dat in den limiet-stand AF de 
omgeschreven cirkel van A ABF raakt aan de ellips in A. 

We kunnen nu het punt A langs de ellips verschuiven, 
en de richtingen der toegevoegde lijnen dezelfde laten ; dan 
krijgen we telkens driehoeken, waarvan de omgeschreven 
cirkels raken aan de ellips. We verkrijgen op deze wijze 
een bundel cirkels, die alle aan de ellips raken. Nu kunnen we 
de richting van AB veranderen, waarmee natuurlijk ook de 
richting van AF verandert. Nu is ’t duidelijk, dat bij elken 
stand van AB weer een A AFB te vinden is, waarvan de 
omgeschreven cirkel raakt aan de ellips. 

Er is nu ook een stand, waarin AB raaklijn wordt aan 
de ellips; dan zal de omgeschreven cirkel van A ABH 
osculatie-cirkel worden. 

He Zij bijv. in fig. 

VlIla, AB een raak- 

lijn aan de ellips in 

’t punt A; de toe- 

gevoegde richting 

van AB als cirkel- 

koorde zij AF, dan 
B vinden we, indien 

we een lijn A’B'//AB 

trekken, dat vier- 

hoek FA’B'A een 
koordenvierhoek is; immers GF X GA =A/G X GB’; ver- 
schuiven we nu A/B’ totdat deze samenvalt met AB, dan 
vallen A’ en B’ in A, en heeft de omgeschreven cirkel 
van vierhoek A/’/ABF in zijn limiet-stand, als A/B’ samen 
valt met AB, 3 oneindig-dicht bij elkaar liggende punten 
met de ellips gemeen, dus wordt osculatie-cirkel. 

Op deze wijze hebben we een middel gevonden om den 
osculatie-cirkel te construeeren, en wel op de volgende 
manier : | 

Men construeert de toegevoegde richting van de raaklijn 
AB, als A ’t punt is, waarvoor men den osculatie-cirkel 
wil bepalen. Deze constructie bestaat daarin, dat men een 
lijn A/B///AB door ’tmiddelpunt M van de ellips trekt; 
een cirkel met straal = MB” snijdt in de ellips in F” en F’; 
AF //F”F’ is de gevraagde richting. We hebben nu alleen 
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maar een cirkel te construeeren gaande door AF, en rakend 
aan AB, ’t geen nu gemakkelijk uit te voeren is; deze 
cirkel zal de gevraagde osculatie-cirkel zijn van ’t punt A. 


In ’t voorgaande namen we steeds de assen van de 
ellipsen, die uit den cirkel (of cirkels) ontstonden, als con- 
stant aan, waardoor we een bundel van gelijk en gelijk- 
vormige ellipsen deden ontstaan. 

Door de 5 grootheden a, b, r, « en p onzer twee grond- 
vergelijkingen voor den overgang van cirkel in ellips op 
een andere wijze te laten veranderen, kunnen we nog andere 
bundels ellipsen doen ontstaan, die nu niet bestaan uit ge- 
lijk en gelijkvormige ellipsen. 

Gaan we bijv. uit van een cirkel met straal 7, dien we 
constant laten, PERSO 2 middellijnen, die- een Za met 
elkaar maken. Zij nu AB de 
draaiings-as, dan zullen we 
bij elke waarde, die we aan 
Lp geven (ma. w. bij elk 
stelsel evenwijdige koorden) 
een ellips doen ontstaan, die 
natuurlijk door de punten 
A, B, C en D moet gaan. Te- 
vens merken we op, dat de 

Fig. VL stand der assen van elke 
ellips dezelfde is, daar deze den /a en den /180° —« 
middendoor moeten deelen. We krijgen dus op deze wijze 
een bundel ellipsen, welke 4 symetrie-punten gemeen 
hebben. Uit de symetrie van deze gemeenschappelijke 
punten volgt natuurlijk ook, dat ze hetzelfde middelpunt 
en dezelfde assen-richting hebben. Er bestaat een bepaald 
verband tusschen de beide assen van deze ellipsen, want 
uit de vergelijkingen : 


1 B Ve 
COLP => cos Ja, SID p= Sin > 


volgt door eliminatie van Zp 


1e 


1 == Es sin? 


Dit is de assen functie van den bundel. 
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Gaan we nu onderzoeken, of de bundel bijzondere ellip- 
sen bevat, dan merken we op, dat we bijzondere waarden 
voor Zp kunnen nemen, namelijk: Zp—=0, Zp —=180, 
Lp= a, p= 1800 ER, 

LL. Zp=Ze. 

Dit geval is eenvoudig; er heeft geen draaiing plaats 
gehad : de ellips is de cirkel, waarvan we zijn uitgegaan. 

LUNA EML SO EN 

In dit geval is 4/p==90° —4/a, dus 

cos (90° —La)—=sin ka; sin (90° — La) =cos ta. 
De vergelijking (1) en (2) worden: 


r b 
ER on 


dus rp: == ab. 

De eenige bijzonderheid van deze ellips is, dat de inhoud 
gelijk is aan dien van ‘den cirkel. 

UI Zp 180% 

Laten we Zp hoe langer hoe grooter worden, totdat hij 
—=4CMB wordt, welke een oneindig kleinen ZC’MA met 
de lijn AB maakt, dan is er geen reden om aan te nemen, 
dat onze grondformules niet gelden, want met dezen hoek 
zijn wel degelijk coördinaten-transformaties uit te voeren 
en op deze coördinaten-transformaties zijn onze formules 
gebaseerd. 

Ook zijn de voetpunten van cirkelkoorden op AB en 
haar verlengde volkomen bepaald, hoe klein we Z CMA 
ook nemen. Gelden onze formules voor Z CMB, hoe klein 
we ZC/MA ook mogen nemen, dan mogen we ook zeggen, 
dat deze ook gelden voor de limiet, waartoe / CMA nadert, 
m. a. w. voor Zp —= 1800. 

Wat geven nu onze formules voor Z p= 180° ? 


yr ° VIB: 
cos 5. 180° FS costa, sin t.180° = psinta 


0 cos ha Lj sina. 
We vinden voor de assen, daar r en «a miet gelijk O kun- 
nen zijn : 
d= Od nr sin ka 
Wat voor een ellips is deze £ ? 
De eene as b=rsinta vinden we genden in Be 


29 


figuur in de lijn EM, indien EM ZAME middendoor deelt; 
EM zal | staan op AC, dus uit A CEM volgt EM == sin 4 a. 

De andere as is oneindig groot, en valt in de richting 
AF. Bovendien moet de ellips gaan door ABCD; hieruit 
volgt, dat de lijn AC 3 punten met de ellips gemeen heeft, 
m. a. w. dat de ellips is ontaard in een lijnenpaar AC en 
DB, want voor deze laatste lijn geldt dezelfde redeneering. 

De meetkundige beteekenis van de draaiing is niet ge- 
heel verloren gegaan, indien men in aanmerking neemt, 
dat de voetpunten van draaiing in ’t oneindige vallen. 

Trekken we een cirkelkoorde A’B'// AB, dan zal deze 
kleiner zijn dan AB. Deze moet nu volgens de theorie 
der draaiing om een oneindig ver verwijderd punt gedraaid 
worden, totdat ze evenwijdig is met DC. Doch dit zal ook 
in ’t oneindig verre geschieden, en dit is mogelijk, daar 
we aannemen in de meetkunde, dat 2 evenwijdige lijnen 
elkaar op oneindig verren afstand snijden. Trekt men dus 
telkens lijnen evenwijdig aan DC, dan zal naarmate men 
in ’t oneindig verre komt, de afgemeten stukken hoe lan- 
ger hoe kleiner worden, en wel volgens hetzelfde proces, 
hetwelk de afgesneden stukken er evenwijdige cirkel- 
koorden (// AB) volgen. 

IV. Zp=0. 

Voor dit geval geldt dezelfde redeneering als hierboven 
de lijnen CB en AD vormen nu ’t liĳnenpaar. 


Hierboven zijn we uitgegaan van een middellijn als 
draaiings-as. Gaan we nu uit van een koorde A/B’, dan 
ontstaat, indien we hier ook Za 
constant laten, een bundel ellipsen. 

We kunnen eerst opmerken, dat 
‘wat de grootte en richting der 
assen van deze ellipsen betreft, 
deze dezelfde blijven als die, toen 
we uitgingen van een middellijn, 
want vroeger hebben we gevonden, 
dat de grondvergelijkingen voor de 
draaiing dezelfde bleven, onver- 
schillig of we een cirkel-middellijn 
als draaiings-as aannemen of een cirkelkoorde, 


par 
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In verband met hetgeen vroeger gezegd is, toen we 
ook uitgingen van een cirkelkoorde als draaiings-as, ziet 
men gemakkelijk in, dat de bundel ellipsen, die nu in dit 
geval ontstaat, van die, welke ontstaat door uit te gaan 
van een cirkelmiddellijn, slechts daarin verschilt, dat de 
ellipsen zich onderling verschoven hebben, en dat ze slechts 
2 punten gemeen hebben. 

Om de twee lijnenparen te vinden, moet men door A’ 
en B’ lijnen trekken evenwijdig aan AC, en evenwijdig 
aan BC. 

Verschuiven we nu de lijn A/B’ evenwijdig aan zich 
zelf dan krijgen we dergelijke bundels (M/), (M”) .. 
De bundel (M’”) zal een bijzondere zijn, want daar zijn de 
punten A’ en B’ samengevallen, m.a. w. alle ellipsen heb- 
ben 2 oneindig dicht bij elkaar liggende punten gemeen, 
raken dus aan den cirkel, uitgezonderd de lijnen-paren. 

Dat deze laatste onmogelijk den cirkel raken kunnen, 
ziet men aan de figuur, want het ééne lijnenpaar bestaat 
uit een enkele lijn // AC door M’”, en deze zal in ’t algemeen 
niet den cirkel raken Veronderstellen we, dat A/B” een 
oneindig kleine lengte heeft, dan zal in ’t algemeen de 
bundel (M”/) 2 oneindig dicht bij elkaar gelegen punten 
A” en B’ met den cirkel gemeen hebben, dus dezen raken. 

Bij ’t ontstaan van ’t lijnen-paar is Z p — 0, dus is de richting 
van de cirkelkoorden, die gedraaid moeten worden, die 
van de draaiingsas zelf. Het oneindig kleine lijntje A/B” 
blijft dus niet op zijn plaats, maar moet gedraaid worden, 
totdat de richting evenwijdig aan AC wordt. Wel heeft de 
cirkel 2 punten gemeen met het lijnenpaar, maar deze 
vallen volkomen op elkaar, doordat de twee lijnen, waaruit 
het paar bestaat, op elkaar vallen; we kunnen dus hier 
van een limiet-stand spreken. 

(Wordt vervolgd ) 


òl 


Over het bepalen van de snijpunten van een rechte lijn 
met een omwentelingshyperboloïde 


DOOR 


D. POSTMA, (Amsterdam). 


Bovenvermeld vraagstuk wordt in de meer uitgebreide 
leerboeken over beschrijvende meetkunde meestal be- 
handeld, en dan wel alleen voor de éénbladige omwente- 
lingshyperboloïde. Daarbij geeft men twee, van elkaar 
geheel verschillende constructies, naar gelang de gegeven 
lijn de as van de hyperboloïde snijdt of kruist. Wanneer 
de gegeven lijn de-as kruist, wordt de constructie van 
DuLEAU gegeven (b.v. in de leerboeken over beschrijvende 
meetkunde van DR. H. DE VRIES, W. A. Piers, en ROHN 
und PAPPERITZ); voor ’t geval de gegeven lijn de as van 
de hyperbolotde snijdt, laat men de lijn zelf om de as 
wentelen, en snijdt het kegelvlak, dat hierbij ontstaat, door 
de lijn, die gegeven is als beschrijvende rechte der hyper- 
boloïde. De snijpunten, teruggewenteld op de gegeven 
snijlijn, leveren dan de gezochte punten op. Men heeft 
‚voor dit geval dus het vraagstuk teruggebracht tot het 
bepalen van de snijpunten van een lijn met een kegel- 
oppervlak, een vraagstuk dat men tot de elementaire 
mag rekenen. 

De volgende regelen zullen aantoonen, dat men het 
vraagstuk : 

’t bepalen van de snijpunten van een rechte lijn met een 
omwentelingshyperboloïde : hetzij één- of tweebladig, altijd en 
zelfs heel gemakkelijk tot dien eenvoudigen vorm kan 
terugbrengen. Het zal hierbij dan tevens blijken, dat de 
constructie voor het bijzondere geval, waarbij de gegeven 
lijn de as snijdt, van zelf voortvloeit uit die van het al- 
gemeene geval, waarbij de gegeven lijn de as kruist. 

Deze constructies berusten op het volgende. Wanneer 
een kegelsnede gegeven is, dan is het altijd mogelijk door 
deze kromme oneindig veel omwentelingskegels te brengen, 
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Denkt men zich één dier kegels aangebracht, dan is het 
vraagstuk van het bepalen der snijpunten van een lijn met 
de kegelsnede nu uit te voeren, door de snijpunten te 
construeeren van die lijn met het kegeloppervlak. De 
constructie van een raaklijn door een punt van een kegel- 
snede aan die kegelsnede wordt dan de volgende. Men 
construeert weer een kegel door de gegeven kromme en 
in het gegeven punt het raakvlak aan het kegeloppervlak. 
De snijlijn van dit raakvlak met het vlak der kegelsnede 
is dan de gezochte raaklijn. Op overeenkomstige wijze 
worden dan de vraagstukken behandeld aan een kegelsnede 
raaklijnen te construeeren, gaande door een punt buiten 
die kegelsnede, of evenwijdig aan een gegeven lijn. 

Deze beschouwingen en constructie’s, waarbij dus in den 
letterlijken zin des woords de kegelsneden als kegelsneden 
behandeld worden, komen in de mij bekende leerboeken 
der beschrijvende meetkunde niet voor. De reden daarvan 
zal wel deze zijn, dat ofschoon het aanbrengen van een 
dergelijk kegeloppervlak in het geheel niet moeilijk is, de 
daaruit voortvloeiende constructie's 
toch omslachtiger zijn dan de be- 
kende constructie's met brandpun- 
ten en richtcirkels of richtlijnen, 
welke geheel planimetrisch ver- 
klaard kunnen worden. Dit laatste 
is vooral ’t geval bij ellips en para- 
bool, minder bij de hyperbool, reden 
waarom die hier gegeven zullen 
worden, ook met het oog op de 
volgende constructies. 

Zij in Fig. 1 de hyperbool gegeven 
door de asymptoten MA en MB en detop T. Trekt men nu 
een lijn (AB) loodrecht op de reëele as van de hyperbool, 
welke lijn men als as van projectie beschouwt; vervolgens 
TC|| AB, en maakt men T’M’ = TC, dan is M’ te beschouwen 
als het middelpunt van den grondcirkel (straal = AT’) 
van den kegel, welks verticale projectie MAB is. Deze 
kegel wordt, zooals gemakkelijk is na te gaan, door het 
verticale projectie-vlak gesneden volgens de gegeven 
hyperbool. De punten D en E,‚ waarin de grondeirkel de 
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as van projectie AB snijdt, zijn dus tevens twee punten 
van die hyperbool. Hiermee is dus tevens gegeven de 
constructie van de snijpunten van een lijn (AB) loodrecht 
op de reëele as van een hyperbool met die hyperbool. 

In Fig. 1 zijn verder nog geconstrueerd de snijpunten 
van een willekeurige lijn / met de hyperbool. Daarvoor 
is door de top van den kegel een lijn m gebracht even- 
wijdig aan l, en is door de lijnen / en m een vlak gebracht. 
De horizontale doorgang van dit vlak is de lijn FG, waarin 
F het horizontale doorgangspunt van l, en G dat van m is. 
Snijdt deze lijn den grondeirkel in de punten H en I, dan 
zijn de lijnen M’H en M’I de horizontale projecties der 
beschrijvende lijnen, gelegen in het hulpvlak. Deze snijden 
de lijn / in de punten «@ en y,‚ waarvan de horizontale 
projecties op de as van projectie; de verticale projecties 
de gezochte snijpunten der lijn / met de hyperbool zijn. 

Volledigheidshalve is hier nu ook nog de raaklijn aan 
de hyperbool geconstrueerd 
in een punt van die hyper- 
bool, hier «. Daarvoor is door 
de beschrijvende lijn van den 
kegel, gaande door «, het 
raakvlak aan het kegelopper- 
vlak gebracht. De horizontale 
doorgang van dat raakvlak 
raakt in IT aan den grond- 
cirkel, en snijdt de as van 
projectie in het punt K. De 
verticale doorgang van het 
raakvlak, in dit geval tevens 
de gezochte raaklijn #, is de 
lijn Ka. Deze laatste con- | 
structie heeft, zooals men ziet, veel overeenkomst met de 
bekende raaklijn-constructie bij de ellips, uitgevoerd door 
middel van den cirkel op de groote as als middellijn. De 
andere raaklijn-problemen worden op overeenkomstige 
wijze behandeld. 

Gaan we nu over tot het bepalen van de snijpunten van 
een rechte lijn met een omwentelingshyperboloïde. Zij 
daarvoor (Fig. 2) a de as der hyperboloïde, b de be- 
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Fig. 2. 
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schrijvende lijn, waardoor bij de wenteling het oppervlak 
beschreven wordt, en / de lijn, waarvan de snijpunten met 
de hyperboloïde bepaald moeten worden. Bij de plaatsing 
der lijn b evenwijdig het projectievlak is a’ het middelpunt, 
ad!A’ de straal van den grondeirkel; eveneens a/ middel- 
punt, en de afstand van a/ tot A/A/ de straal van den 
grondeirkel van den asymptotenkegel. De verticale pro- 
jectie van den asymptoten-kegel wordt gevormd door 5” 
en de lijn TB, symmetrisch genomen met TA” ten opzichte 
van aa’ als symmetrie-as. 

Men denkt nu door de lijn / een verticaal vlak. Dit vlak 
snijdt bij den stand van de gegevens, zooals die in Fig. 2 
zijn aangenomen, de hyperboloïde volgens een hyperbool, 
waarvan de reöele as verticaal is. Verder zijn van deze 
hyperbool bekend twee punten C en D, nl. de snijpunten 
van met den grondeirkel, de richtingen der asymptoten 
en het middelpunt. De asymptoten zijn evenwijdig aan de 
beschrijvende lijnen van den asymptoten-kegel, welke 
evenwijdig zijn aan het verticale vlak door 4; het middel- 
punt ligt boven het midden van CD, evenhoog als het 
punt T (zij zijn niet geteekend, omdat ze voor de verdere 
constructie niet noodig zijn). Waar de lijn / deze hyperbool 
snijdt heeft men de gezochte punten. 

Inplaats van nu, zooals in Fig. 1, door deze hyperbool 
een kegel te brengen, kan men hier door verschuiving de 
hyperbool brengen op den, reeds aanwezigen, asymptoten- 
kegel. Daarvoor verschuift men de lijn l evenwijdig zich- 
zelf, in een richting loodrecht op /, tot de punten C en 
D op den grondeirkel van den asymptoten-kegel komen. 
Denkt men ’t verticale vlak door / mee verschoven, dan 
komt nu de hyperbool in dit vlak van de hyperboloïde op 
het kegeloppervlak. Het doorgangspunt F van 4 komt 
hierdoor in F’, en van de verplaatste lijn / heeft men nu 
de snijpunten met het kegeloppervlak te bepalen. Door 
deze nu weer terug te brengen op den eersten stand van 
de lijn Zl, krijgt men de gezochte snijpunten van de lijn / 
met de gegeven hyperbolotde. 

Dit nu is uitgevoerd door in Fig. 2 door de top van den 
kegel een lijn m te brengen, evenwijdig aan de gegeven 
lijn £. Het horizontaal doorgangspunt der lijn m wordt het 
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punt G. Het vlak door m en de verschoven lijn / heeft 
dus als horizontalen doorgang de lijn F’G, welke doorgang 
den grondeirkel van den asymptotenkegel snijdt in de 
… punten H en I. Deze punten verbonden met het punt T’ 
geven de horizontale projecties van de lijnen, volgens 
welke het hulpvlak door m en de verschoven lijn Z het 
kegeloppervlak snijdt. Deze lijnen snijden de verplaatste 
lijn 4 in de punten « en y‚, welke punten terugverschoven 
opleveren de gezochte punten a’, «/” en y’, y” als projecties 
van de gezochte snijpunten der lijn ! met de omwentelings- 
hyperboloïde. | 

Hierbij dient nog het volgende opgemerkt te worden. In 
de teekening van Fig. 2 is de lijn / zoo gekozen, dat zij 
geheel buiten den keelcirkel ligt. Snijdt deze lijn echter 
den keelcirkel, dan is bovenstaande constructie niet recht- 
streeks uit te voeren. Immers dan zal het verticale vlak 
door de lijn de hyperbolotde snijden volgens een hyper- 
bool, waarvan de reëele as horizontaal is, en deze hyper- 
bool ís door verschuiving niet op den asymptoten kegel 
te brengen. Toch kan men ook voor dit geval bovenstaande 
constructie toepassen, mits men reeds hierbij hetzelfde 
doet als gedaan wordt bij het bepalen van de snijpunten 
van een, de as snijdende, lijn met de hyperboloïde, nl. de 
beschrijvende lijn b stil denken en de snijlijn £ wentelend 
om a. Noemen we de hyperboloïde door 5 beschreven B, 
en die door / beschreven L, dan hebben deze hyperboloïden 
twee parallelcirkels gemeen, welke zoowel de snijpunten 
van Z en B, als van 5 en Li bevatten. Snijdt nu de lijn / 
den keelcirkel van hyperboloïde B, dan snijdt de lijn b 
den keelcirkel van hyperboloïde L niet, en nu voert men 
met lijn Z en hyperboloïde B bovenstaande constructie uit. 
Voor het geval de lijn / de as van de hyperboloïde snijdt, 
krijgt men geen hyperboloïde L, doch een kegel, welke 
bijzondere stand dus nu vanzelf de in den aanhef vermelde 
constructie geeft. 

(Had de lijn / den keelcirkel geraakt, dan weet men 
dadelijk, dat het verticale vlak door /’ de hyperboloïde snijdt 
volgens twee elkaar snijdende rechten. Het verticale vlak 
is dan nl. raakvlak aan de hyperboloïde in het punt, 
waar de lijn / den keelcirkel raakt. Deze twee beschrij- 
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vende rechten zijn dadelijk in verticale projectie te teekenen, 
zoodat dit overgangsgeval geen bijzondere constructies 
vordert). 

Ten slotte zij hier nog de constructie uitgevoerd voor 
de tweebladige omwentelingshyperboloïde. Nemen we in 
Fig. 3 de gegeven wentelende hyperbool in het verticale 
projectievlak, de as van wente- 
ling verticaal, en de hyperbool 
als in Fig. 1 gegeven door top 
T en asymptoten MA en MB. 
Evenals in Fig. 1 de punten D 
en E, zijn hier de snijpunten C 
en D der gegeven hyperbool met 
de as van projectie bepaald. De 
lijn CD wordt middellijn van 
den grondeirkel van de hyper- 
boloïde, de lijn AB middellijn 
van den grondeirkel van den 
asymptotenkegel. Zijn E en F de punten waarin / (de 
eerste projectie van de gegeven snijlijn) den grondeirkel 
van de hyperbolotde snijdt, dan zijn dit weer twee punten 
van de hyperbool, welke het verticale vlak door 4 snijdt 
uit de hyperboloïde. Dit vlak wordt met de hyperbool 
weer verschoven naar den stand E/F’, waardoor de hyper- 
bool op den asymptotenkegel komt te liggen. Evenals in 
Fig. 2 wordt deze kegel gesneden door de verschoven lijn /. 
Weer zijn T’H en T’I de horizontale projecties van de 
de beschrijvende lijnen, welke het hulpvlak snijdt uit het 
kegelvlak, welke lijnen evenals in Fig. 2 de punten © en 
y opleveren. Hiermee is dus aangetoond, dat zoowel voor 
de één- als tweebladige omwentelingshyperboloïde, en voor 
elken stand van de lijn / de constructie volgens de zelfde 
beginselen kan uitgevoerd worden. 
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Over Inversie 


DOOR 
R. GOORMAGHTIGH, (Ostende, België). 


1. Het is bekend, dat de inverse kromme van eene 
kegelsnede K t.o.v. een der brandpunten F een limacon 
van PASCAL is. 

Deze eigenschap wordt meestal bewezen met uit te gaan 
van de poolvergelijking. van K. Men kan er van het volgend 
zuiver meetkundig bewijs geven. 

Zij F’ het tweede brandpunt van K, en M een punt der 
kegelsnede. De cirkel C met middelpunt M en straal MF 
omhult een cirkel C,, waarvan F’ het middelpunt is. Trans- 
formeeren wij door inversie (middelpunt van inversie FH), 
dan gaat C, over in een cirkel C,; C wordt een raaklijn 
T- aan den cirkel C,, loodrecht op FM. De projectie f’ van 
F op T is dus het getransformeerde punt van het tweede 
uiteinde f van den diameter FM in den cirkel C. Dus is 
het homologe punt van M de symmetriek M’ van F' t. o. v. T. 
Vermits f’ een limacon van PASCAL doorloopt, geldt het- 
zelfde voor M’. 

Men weet ook dat de limacon van PASCAL kan bepaald 
worden als omhullende van de cirkels I, die als diameters 
hebben de rechten, die een veranderlijk punt M van een 
vasten cirkel C met een vast punt P verbinden. 

Om dit te bewijzen is het genoeg op te merken, dat C 
in zich zelf getransformeerd wordt door inversie, als het 
middelpunt van inversie P is, en de inversie-macht gelijk 
aan de macht van P t.o.v. C; I gaat over in eene rechte 
loodrecht op PM in M getrokken. Deze rechte omhult eene 
kegelsnede met brandpunt P, waarvan de getransformeerde 
een limacon van PASCAL is. 


2. De hierboven gevolgde methode zullen wij nu op 
andere kromme lijnen toepassen. 
Zij P een parabool met toppunt O en brandpunt F. 
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De projectie K van F op de raaklijn in het punt M aan 
P getrokken, ligt op de topraaklijn T. We transformeeren 
de figuur door inversie (middelpunt O0); F en K gaan res- 
pectievelijk over in f en k, de lijn FK wordt de cirkel Ofk. 
De getransformeerde van MK zal ook een cirkel zijn, 
gaande door O, en den cirkel fOk rechthoekig snijdend, 
vermits / FKM een rechte hoek is. Zij n het punt, waarin 
de as van P door de raaklijn in k aan den cirkel fOk ge- 
sneden wordt; de getransformeerde van MK is dus de 
cirkel, die kn als diameter 
heeft Maar de lijn Zn om- 
hult eene parabool P’ met 
brandpunt f en topraak- 
lijn T; vermits KM de 
parabool P omhult zal de 
cirkel Okn de inverse 
van P omhullen. Men 
weet dat het eene cissoïde 
is met den spits in O. 
Hieruit volgt dus de 
stelling : Ì 

De cissoïde is de om- 
hullende van een cirkel, die 
als diameter heeft het stuk 
van eene veranderlijke raak- 
lijn aan eene parabool, ge- 
legen tusschen as en top- 
raaklijn. 

Van dit theorema kan 
men gemakkelijk een ander afleiden. Wij zullen de meet- 
kundige plaats van het midden C van kn zoeken. Is y° = 
2px de vergelijking van de parabool P’, en zijn «a, £ de 
coördinaten van het punt, waarin kn de kromme raakt, 
dan zijn, volgens bekende eigenschappen, de coördinaten 


nf) 2 


van C (ef zij Daar nu 2? =?2p«, ziet men dat de m.p. 


van C ook eene parabool is met T als topraaklijn. 

Zij nog D het punt, waarin de cirkel Okn zijne omhullende 
raakt; CD is de normaal aan de cissoïde, en men heeft 
CD =CO. Wij vinden alzoo dit theorema: 
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De meetkundige plaats der punten, die op gelijken afstand 
zijn van eene cissoïde en van haren spits, is een parabool. 


3. Beschouwen wij nu eene gelijkzijdige hyperbool H 
met middelpunt O en as 2a. De inverse van H (middel- 
punt van inversie O, macht a?) is, zooals bekend, eene 
lemniscaat van BERNOULLI L, die ook de meetkundige 
plaats is van de projecties van O op de raaklijnen aan H. 

Zij M een punt van L, projectie van O op de raaklijn 
in het punt P aan H. Vermits / PMO recht is, zal de ge- 
transformeerde van PM de cirkel zijn, die OM’ als diameter 
heeft, indien M’ het inverse punt van M voorstelt. Maar 
deze cirkel raakt de lemniscaat L in P’ homoloog van P. 
Vandaar de stelling: 

De lemniscaat van Bernoulli is de omhullende van een cirkel, 
die als diameter heeft de lijn, die een veranderlijk punt van 
eene gelijkzijdige hyperbool met het middelpunt verbindt. 


Pel Af 
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Zij nu nog DID’ een diameter van H. De cirkel C met D 
als middelpunt, en DO als straal ontmoet H in punten E. 
De punten D, D’, E hebben als homologe punten de punten 
d, d’ e‚, van de lemniscaat van BERNOULLI. De cirkel C 
gaat over in de middenloodlijn van Od; een der snijpunten 
van deze lijn met L is het inverse punt e van EK. Maar 
men weet (zie Loria—Schütte, I, blz. 221), dat d'e de raak- 
lijn in e aan de lemniscaat is. Bijgevolg moet de cirkel 
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DOE de hyperbool H in E raken. Men heeft dus deze 
stelling : 

Is DOD’ een diameter van eene gelijkzijdige hyperbool H,en 
E een ander punt van H zoodanig, dat ED = OD, dan raakt 
de cirkel D'OE de hyperbool in E. 


4, Nopens inversie zij nog het volgende in de leer van 
den driehoek opgemerkt. 

Transformeert men een driehoek met als middelpunt 
van inversie het middelpunt O van den omgeschreven cirkel 
ABC, en het vierkant van den straal als inversie-macht, 
zoo blijven A, B, C onveranderd, en de zijden worden de 
cirkels BOC, COA, AOB. 

De middenloodlijnen der zijden zijn stralen van dez 
laatste cirkels; dus snijden deze cirkels rechthoekig deze, 
die KenDed enol door A, B, C gaan en in O de midden, 
loodlijnen der zijden raken. Deze nieuwe cirkels zijn dus 
de getransformeerden van de hoogtelijnen van A ABC; zij 
gaan dus door één punt van de lijn, die OQ met het hoogte- 
punt verbindt: 

De cirkels, die door de hoekpunten van een driehoek gaan, en 
in het middelpunt van den omgeschreven cirkel de middenlood- 
lijnen der zijden raken, snijden elkander in een punt van de 
lijn van Euler. 

Zij nog P een punt in het vlak van den A ABC. De 
rechte PA heeft als inverse een cirkel, gaande door A en 
O0, en waarvan het middelpunt op de loodlijn uit O op AP 
neergelaten ligt. Is AT de raaklijn aan dezen cirkel in A, 
dan zijn de hoeken PAO, OAT gelijk, vermits de inversie 
de hoeken onveranderd laat. Daaruit zal men gemakkelijk 
deze stelling afleiden: 

Noemt men C,Cp,C, de cirkels, die door het middelpunt van 


den omgeschreven cirkel O van A ABC gaan, en respectievelijk 
in A, B, C de lijnen raken, die A, B, C met een punt P ver- 
binden, dan gaan de cirkels C*, U’, C’ ‚‚ Symmetriek van 


Cp Cp C, tov. OA, OB, OC door één punt van de lijn OP. 


ne ee 


| fi'wi)de, PW) fau) pew) fau), P3'(W,) 
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lets over regeloppervlakken volgens de theorie van Gauss 


DOOR 
H. JANSSEN (Bussum). 


Een regeloppervlak is een oppervlak, dat ontstaan kan 
worden gedacht door de beweging van een rechte lijn. 

De meest algemeene voorstelling van een regelopper vlak 
geschiedt door de vergelijkingen : 


n= fw) 4 v.p;(U) 
y= fslu) + v.po(w) BIG, CMO), KOOLE TI 
z == fw) J-v.P3(w) 
Een punt van dit oppervlak wordt bepaald door een 
bepaalde w en v. | 
Voor een constante w=wu,, en veranderlijke v stellen de 
vergelijkingen een rechte lijn door ’t punt f,(w,), fo(u,), 
fs(u,) voor met de richtingsparameters vp, (u), po(u;), p3(u;). 
Dit blijkt dadelijk uit den vorm: 


az fi(w;) _4— fri) BED) 
Pp, (w) Pp (ui) p3(w,) 

Voor een constante v—=v,, en veranderlijke u stellen 
de vergelijkingen een bepaalde (kromme of rechte) lijn 
op ’t oppervlak voor. 

Men verkrijgt ook de vergelijkingen van bepaalde lijnen 
op ’t oppervlak, als wv een functie is van w, of als w en wv 
beide functies zijn van éèn parameter t. 

‘'t Raakvlak in een bepaald punt u‚,v, wordt voorge- 
steld door: 


Kfi(wi) Her Pil) Yhfolwi) Hei Pali) ZkfzWi)He PalWi) 
fi) Hv, p/(%,) fo'(wi)dvi « P2’(W,) fsi)”, « P3'(Ui) 


p‚(w,) Palu,) p3(w) 


X—fi(«,) aas ali) LZ fslw,) 


p‚(w;) polus) Pz(u,) 
of 


= 


II 


AD 


X—fi(w,) Y—folui) Zfs(w) 

f'(w,) fu) fau) pw) po'(w,) p3'w,) 

pi)  Pa'(w,)  Pa’W‚) p, (w‚) pz (4) Ps (w‚) 

Voor veranderlijke wv stelt deze vergelijking een bundel 

platte vlakken voor, gaande door de snijlijn van de twee 
vlakken: 


Nfi(w,) Y—folw) Z—fz(w) 


X-fi(wi) Y—folws) Zfslw) 


ett Ì IT 


X—f(wi) Y—folws) ZU), | 
Flu) fu) fe) \=Oen| pw) p/w) plu) |=0 IV 
p‚(u,) po(w;) pz(wi) Pp, (Wi) ps (wi) Pz (w,) | 
Als v dus de geheele beschrijvende lijn u, doorloopt, 
verandert het raakvlak voor elke v. 
Alleen dan, als de beide vlakken uit [V samenvallen, 
is ’t raakvlak voor elke v hetzelfde vlak, In dit geval 
noemt men de rechte u, een torsale lijn op ’t oppervlak. 
fo’ (wi) fa’ (w) fs ws) fi (U) fi (v) fo’ (wi) 
Pz W‚) F3 (u) | Le Ps (wi) Pi (w‚) HEIT (w‚) Pz (wi) 
Pp, (w,) Pa’ see Ps’ (wi) PiWi) Pi’ (wy) Pa’ (Wo) dl 
Ps (wi) P3 (w‚) Pz (wi) Pi (W‚) Pp, (w,) Pa (Wi) 
Deze voorwaarde is niet tweevoudig, omdat de tweede 
gelijkheid uit de eerste volgt. Zij kan worden geschreven 
in de gedaante: | 


py (U) Po (wi) P3 (wi) 
pi’ (ws) Po’ (wi) Pa’ (U) 
fw) fo’ (wi) fo’ (vw) 

Voor ’t oneindig ver gelegen punt op de rechte u, wordt 
v oneindig groot. ’t Raakvlak in dat punt wordt ge- 
noemd ’t asymptotisch vlak. Zijn vergelijking volgt uit III 


Vv 


en is 
Klien La 
p‚’(w‚) pa’ (w‚) P3’ (U) TZ OE 
Pp: (w‚) ps (w‚) p3 (wi) 


t Centraalvlak is ’t vlak door de rechte u, , dat loodrecht 
staat op ’t asymptotisch vlak. Zijn vergelijking is dus: 


Xfi (4) he f‚ W‚) Aen () | | | 
Pa’ (U) P3' (U) Pz’ (w,) Pi’ (Ui) pi’ (w,) Po’ (ws Lt | 
| Ps (wi) je (w‚) | | p3 (1) Á (w‚) | Pp, (w,) Ps (U) —=0. . VII 
A Pa (wa) Ps (ws 
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Dit centraalvlak zal in een zeker punt van u, , bepaald 
door v,, raken aan ’t oppervlak. Dit punt wordt genoemd : 
Centraalpunt. 

Uit de vergelijking van ’t centraalvlak en die van ’t raak- 
vlak uit II volgt voor de wv, van ’t centraalpunt op de 
rechte u, : 


2 (wi)Hoo Pow) fa (Wi)dto Pa (Wi) 

Pz (w‚) P3 (wi) (8d 
P3'(w,) @, (w‚) | pi’ (w,) Po’ (wi) 
Pz (wi) Pi (wi) Pp, (w‚) Pi (w‚) 


fU)HPo 3) fi wi)? Pa El 
P3 (w‚) VERN Ad Ohe veren AB (w‚) 


see Re LAe (u) Po’ (di) || oa! (wi) ps’ (wi) 


Pp, (ws) Po (&‚) ps (wi) Ken 


ps (wi) pz (wi) ps (w, Pp, (%) 
fi'(wi)Hvo « 01(U) fa!) Po « P2(W1) 
kn p, wi) ps (w‚) 


Pz ik, ee Sn O3 en de (w‚) 


Ps (w,) 


| Pa’ (w‚) P3 '(u‚) | P3/ (wi) pi’ (u) || 


enn men teller en noemer van de eerste 
pa’ (wi) P3' (wi) 
ps (w‚) 0D ze 
O3 (Wi) Pi Wa dl 

ba) ple Fe en de 
de derde met F,;, en telt men de tellers en noemers op, 
dan wordt de noemer wv en de teller: 


fw) fo’ (u) f3' (W,) pi’ (wi) Po’ (w‚) P3’ (W‚) 
P: (Wi) Pa (w,) P3 (Wi) pi (wi) Po (w,) P3 (wi) 
E F, ai VA Es Es 


fi! (w) fo’ w) fa’ (w) 
pi (w,) Pa (wi) P3 (w‚) 
En E, LR 

F, 2 Ti F, el zi F,? 
De meetkundige plaats van deze centraalpunten is een 
kromme op ’t oppervlak: de intreklijn of strictielijn. De ver- 
gelijking wordt gevonden door in VIII de u, te vervangen 
door een loopende u, en deze waarde voor v te substi- 
tueeren in I. 
In ’t algemeen zal ’t stelsel rechte lijnen, voorgesteld 
door I, niet raken aan een ruimtekromme. ('t Raken aan 


verhouding met | — F, ; evenzoo teller en 


noemer der tweede met | 


Lv. 


ent VALT 


dt 


een vlakke kromme is een zeer bijzonder geval, daar dan 
de raaklijnen ook in ’t vlak der kromme liggen !) Daar- 
vandaan een onderscheiding van de regeloppervlakken in 
twee soorten: ontwikkelhare en scheeve oppervlakken. 

Een ontwikkelbaar regeloppervlak is een oppervlak, waar- 
van de beschrijvende lijnen raaklijnen zijn aan een ruimte- 
kromme. 

Deze ruimtekromme ligt op ’toppervlak, en zal kunnen 
worden voorgesteld door de vergelijkingen I, als daarin v 
een behoorlijke functie van u is. 

De richtingsparameters van de raaklijnen aan deze 
kromme zijn dan evenredig met: 

MORRE MORE AGN RK A On MLA OE 
fs’ (U) Hv. 3’ (u) Je. 03 (U). 

Elke rechte van ’t stelsel I zal raken aan deze ruimte- 

kromme, als 


fw) ev.p,! (Uw) He! .p, (w)_ fo’ W) H0.Ps' (u) H.Pos (W) 
pi () Ps (w) 
kn (w) H-v.p3/ (U) Ht. Jie Dg w) 
3 EW 


of | 
[erp W) fa WW) ePa'(W) fs) DPR HORSE 
Pp, (w) p> (4) Pz (4) 
Vermenigvuldigen we teller en noemer der eerste, 
tweede en derde verhouding respectievelijk met 


| Pow) P3(w) p3(w) Pp‚(w) p‚(w) Ppalw) 
F, F, F, F, F, FP, 

en tellen we tellers en noemers op, dan wordt 

fu) fs’) fs’) ow) Ps’(w) P3'(w) 

ow) Paw) p3’(w) pi (w) P,(w) Ps (w) 
F, F, F; F, F, F, 


JL v 


of 

fu) fa) f3(w) 

piWw) Paw) 3) 
Lj Es F; | 
F‚? | F,? al F,? 
Door de substitutie van deze v in de vergelijking I 

krijgt men dus de vergelijking der ruimtekromme, waar- 


X 


zz 
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aan de beschrijvende lijnen van ’t regeloppervlak raken 
(keerkromme). 
Uit VIII blijkt, dat de strictielijn op het scheeve opper- 
vlak keerkromme is op ’t ontwikkelbare oppervlak. 
Eliminatie van v uit de twee vergelijkingen IX geeft de 
voorwaarde, waaraan de functies f en p moefen voldoen, 
opdat ’t oppervlak ontwikkelbaar is. Deze voorwaarde is: 


pw) Polw). P3 (w) 
Piu) Paw) P5w) =O .... XI 
fw) foe) fav) 

Vergelijkt men deze voorwaarde met die, gevonden 
onder V, dan blijkt, dat elke lijn van ’t ontwikkelbare 
oppervlak een torsale lijn daarvan is, m.a.w. dat voor 
iedere beschrijvende het raakvlak voor alle punten een 
en hetzelfde vlak is. (1) 

We zoeken nu ’t stelsel krommen op ’t oppervlak, dat 
de beschrijvende rechten onder een rechten hoek snijdt 
(orthogonale trajectorieën). 

Een kromme op't oppervlak wordt: weer voorgesteld door 
I, als daarin v een behoorlijke functie is van w Nu moet 
echter de som der producten van de overeenkomstige 
parameters gelijk nul zijn; dus: 


p‚(w) bf,'(U) Hv. p,(u) Hv’ .0(U)I 
polu) bf (w) + 2. Pow) Hv Ppolw)l + 
of Paw) fz) Hv. P3'(w) Hv! 3) =O 


op, )N? Hal)? Hoz)?’ + 
pw) p;(w) J- Po(U) p'(U) + O3 ()p3'(U)) v + 
pw) fW) + Palw) fw) + PW) fou) =O... XII 
Dit is een lineaire differentiaalvergelijking van de eerste 
orde. Deze geïntegreerd geeft wv als een functie van u 
met een constante, welke gesubstitueerd in I de verge- 
lijking van ’t stelsel krommen geeft, dat de beschrijvende 


lijnen onder een rechten hoek snijdt. 


hid ik 
Kid 


Stelt men in de vergelijkingen 1: f,(w)=0 en p;(u)=1, 
dan wordt z=v, en gaan de vergelijkingen over in: 


\em=filw) d-2.p(4) E 
B Dede olan 
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Door deze verandering ondergaat de theorie van't voor- 
gaande geene wijziging. De formules verliezen echter 
den symmetrischen vorm. Zij gaan over in: 


XK —f, (4) Y —f‚lw‚) Z 
at fu) Hz. or(w) Ffa'wi)dz.palwi) O0 [=0. 
pw.) po(u;) 1 
Xfi) Y—folwi) Zi Xfi (Ui) Lef (EN 
ERIS sofie) fw) 15 pi’(wi) Pa'w,) Op =O. 
p‚(w;) pou) l Pp, (wi) ps (wi) 1 
Pp, (u) Pali) 1 iS Uy 
V*: plu) Pa'(w,) 0 |= ZE bert aad 
fu.) fo'w) O Di se 
Xfi) fa ee Zi 
Vape, p'(w;) pw) 0 r=0, 
p, (wi) Pp, (wi) l 
X—fi(ws) Y—folwi) Z 
VIDS | p/u) p/u) bo,’u). Palud) P/W) =0. 
p, (wi) Pz (w‚) l 
VIII: 


fu) 0u) + fu) Paw) + 
_lpi’(w‚) Palui)—ps (u) Oa! )N IW) « Palw)—fo (U) Pol) 


CHEF NKCHEESTICHK RCH KCH UAJE 
IX*: fe) wek ‚pi’(v) ge fau) dv. volw) =0, 
p‚(w) p‚(v) 
en in verband hiermee: 
sd), inl) 
jn de pw) pw) 
XI: pw) ww) sl) 


fa fB) 
KLETS | 
Dip PH hoa) 1] 2d (U) P2U) + Pal) P(U)N 2 He 
pw) fw) + Paw) fo'(w) =O, 


Tot slot geven we enkele toepassingen, naar aanleiding van 
vraagstukken van ’t schriftelijk en mondeling examen K; : 
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1. ’t Ontwikkelbare schroefvlak wordt gevormd door de 


n= A COS u. 
raaklijnen aan de schroeflijn: { y =a sin «. 
— bu. 


Oplossing. Een raaklijn aan deze in ’t punt (x,y, z) heeft 
tot vergelijkingen : 
L—aACOsw Yy—asinw 2— bw 
stairs velaseos wind obrbysi 
Stellen we deze verhoudingen gelijk v, dan worden de 
vergelijkingen van ’t oppervlak: 
L == A COS U — AV Sin U 
_y=asin wd avecosu 
iet (u + v). 
2. ’t Horizontale schroefvlak wordt gevormd door de 
hoofdnormalen van de schroeflijn (zie 1). 
De vergelijkingen er van zijn: 
LY == UV COS 4 
| y =vsin u 
zb, 
8. Bepaal ’t regeloppervlak, dat ontstaat door de glijding 
van een rechte van constante lengte (a) langs twee elkaar 
loodrecht kruisende lijnen. 


Oplossing. Nemen we als richtlijnen de OX-as: | ki Me É 
Bd. 

il 

De projectie van a op ’t vlak XOZ is gelijk T(a?—b?®). 
Stellen we deze gelijk c‚ en den Z dien ze maakt met de 
as OZ == u, dan is ’t eene uiteinde van de rechte a: 
esin u,0,0 en ’t andere uiteinde 0, b, c cos u. 

De vergelijkingen der rechte zijn: 


en de rechte 


TE — CSin w y z 
srate tt el 
— — SIN U = —- CO8 U 

a a 


dus de vergelijkingen van ’t oppervlak : 
° C E 
L=S=CSINU—— VSN 4 
(4 


es, 
Hetinrk 


C 
2 =S Te, COS U, 
a 
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4, Een rechte glijdt langs de drie richtlijnen : 
zh Í zh (atdyt=r? 
0 FED VMSD loe-ebot 

Bepaal de vergelijking van ’t oppervlak. 


Oplossing. Zijn reosu, rsinu, 0 de coördinaten van een 
punt van den cirkel. 
Een beschrijvende kan worden voorgesteld door 


L—rCOSU Yy—-rsinu z 


nn ee 


À p73 y' 
er: ==} 
Deze snijdt de rechte de ie als 
U — PCOS U — r sin U h 
Tiger Pironi wenen (1) 
u y 
zm==h 
en de rechte | als 
e= 0) 
kt COTU MY AE 
TE er mi 
Uit (1) en (2) volgt: 
À et Me AMERD 
—rcosu rsinu —h’ 


zoodat de vergelijkingen der beschrijvende zijn: 
2—rCOsu _ y—rsinw 
Lrecosu — —rsinu 
en de vergelijkingen van ’t oppervlak: 
e=rcosu(l dv) 
y=rsinu(l—v) 
zis hy: 


== () 


5. Men beschouwt ’t regeloppervlak, dat tot richtlijnen 
heeft de ruimtekromme : x= ut, y =u?,z=u? en de rechten 

ys) best 

ee Ed 

Bepaal de vergelijking van ’t oppervlak. 


Oplossing. Een rechte door een punt x, y, z van de kromme 
heeft tot vergelijking: 
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Deze snijdt de rechte | 4 ik als 


ut us — uy? 
Fi 25 El ge ROTE . ° ° 5 . à (1) 
en de rechte | ET als 
l_—ut —u3 1—uy? 
OT 4 EE) 
Uit (1) en (2) volgt: 
ALTIED CE 
BETA A 
zoodat de vergelijking van de beschrijvende wordt: 
B EAU MEE 
EDA rea 
en de vergelijking van ’t oppervlak: 
g=utdv(l dv?) 
y=u?t + uv, 
zuid. 
6. Uit elk punt der kromme: &—=u, y=u" nt z=u 


trekt men de loodlijn op OZ. Bepaal de vergelijking van 
t oppervlak, 
Oplossing. De rechte door ’t punt «,y,z heeft tot verge- 
lijkingen: 
5 Ja 
PM EN UE 
ul 0 ks 


De vergelijkingen van 't oppervlak zijn dus: 


v=Uv 
n—l 

y=u 0) 
n 

Giens VANS 


1. De vergelijking van de eenbladige hyperboloïde 


z?2 v? z2 ' 
ahl ne kan geschreven worden in deze ge- 


daante : 
% EAN 
— == COS — sin 
pe P+ Sin p 
de sin bd COS 
band p c 


Wiskundig Tijdschrift, 1le Jaargang. À 
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8. De vergelijking van de hyperbolische paraboloïde 


Pan rn — 2z kan geschreven worden : 
a 
— À en 
1 az H- 57 
b 
y= Miz Bi (y is een parameter). 


9. De vergelijking der gelijkzijdige hyperbolische para- 
boloïde #° —y* =4z kan geschreven in de gedaante: 


1 

LX == Pz en 

pe F 
Va pek (p is een parameter). 


10. De vergelijkingen van een cirkelkegel met O tot 
top en de Z-as tot as kan geschreven: 
LY == V COS U 
y=vsinu 
z=vetgr. 
Idem van een cirkelcylinder met de Z-as tot as van 


omwenteling : 
L=aCOSU% 


| y=asin 


ZU, 


11. Bepaal de intreklijnen van de oppervlakken, ge- 
noemd onder 3, 4, 7, 8 en 9, 


Oplossingen. a) Voor 3 is: (zie formule VIII) 
f‚W=esinu; f,W=0; fs W=0; p, W=— sinus; 
Ö 
pa Ws Pa (U) = Cos. 
f!W)=ecosu; fo! (u) =O; fj W) =O; Pp! (U) =— COS; 


Cat. 
Pa’ (u) =0; Ps) U) — sin U. 


bones be 
F,=  sinw; Fr! FP, =— COS U, 


Dus: 
ccosu O0 0 
B st / 

== SH — — COS U 

a c 
be $ A2 48 NZ c4 ) à 
SIN cos nn —— | COS? U 
a° 2 2 a3 a8 

vo TE METEN RMT AE Rn En 7 Zn 

b2e c b2e c 
== 4 COS? u, 


De vergelijkingen van de strictielijn zijn: 
v=csinu(l — eos? w) =esin? u 
WR COS Ed, 
ek ER LD 
ok 
Opm. Zij ligt dus ook op ’t oppervlak: «° + z 


b) Voor 4 vindt men evenzoo: 
Vg — COS? u — sin? u. 


De vergelijkingen van de strictielijn : 
2 =zeosu(l + eos? w — sin? w) —= 2r COSÌ U, 
y=zsinu(l — cos? u J- sin? wv) == 2r sin® u, 
z == h(cos? uw — sin? w). 


Opm. Zij ligt ook op ’t oppervlak zt y= (2r)®. 
c) Voor 7 (zie formule VIII®) is: 
f‚ (p) =acosp; fo (P)= sing: pj (P)= H beosp; 
b 
ps (e) = — cos. 
f!O)=—asingp; fol (p)=eosp; py (p)=— being; 
1e dr 
Pp, (0) = Ta 


Dus: 
ster One 
— Sm peos pH Sin peosp + 


Ann Dn es Ë ab 
cz Sim pt > COS A aA e) 


a? Keer ab \2 
CORP O — sin? bad 
zr €08 pd „zr Sin e+(5 ) 
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Trop Wets TE 
De vergelijkingen van de strictielijn zijn dus: 
ac? (a? — U?) sin?p cos p ki 
ate? cos?p J Ue? sin?p J a?b? + aes p= 
EEA 
atc? cos? pt b2e? sin° — a Eh 
Le le? (a? — b2) sin p cos°p Rs 
AT a?c? cos?p + be? sin?p + ozb? + bsinp= 
= DN (alte EEN 
atc? cos?p J-b2e? sin?p + a?b* 
cs (a° — 6? 2)sinpeosp 
TT a2e? cos? 2 JB2e? sin?p J- 426? 


d) Voor 8 is: 
LO = gp AN PW Pd 


0 
D= Ke Og Pas ob 
Dus: 
a? 0? 
gr Tr ggz TC 20A +-4bA) vak rd 1 


(EEC en "ZA? 
De vergelijkingen van de strictielijn zijn dus: 
__ a(a? —5?) 1 WE hete Ï 
TE DT mara 
RE CL aa Hege 1 
erde has DAT Lt lr 
242 1 


fe 5 Er BR DAE 
Opm. 1. De strictielijn ligt dus ook op ’t oppervlak 
sf) 
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Opm. 2. ’t Tweede stelsel beschrijvende lijnen wordt 
gegeven door de vergelijkingen: 


| mda 


y == Az d- De 


De intreklijn is dan: 


EE E 

VTE Jh 
a°— 5? 1 
MENE "2? 


en ligt dus op ’t vlak: Ln 5 =0. 


e) Voor q is 


1 il 
fp) fhP)=s Pi P)=p; PaP). 
Pp P 
1 1 / 
ONE ji) Opi pP)=l; Pl. 
Dan wordt 2 == 0. 
En de strictielijn is dus: 
p’ y p’ : 


Dat is de rechte lijn in ’'t XOY-vlak: 


12. Bepaal de asymptotische lijnen van ’t oppervlak 


genoemd onder 6. 


Oplossing. De asymptotische lijnen op een oppervlak zijn 
die lijnen er van, waarlangs ’t osculatievlak samenvalt 


met ’t raakvlak aan ’t oppervlak. 


De differentiaal-vergelijking der asymptotische lijnen is: 


D du? + 2D’ dudv + D' do? — 0, (2) 
waarin 


D=|e, 9, 2 [S|® (1) PM Don 
d z u al 0) 
v Jo 
7 z Dek Gaz lijke ; 0 
uv Suv Zu 
D= Pe nd (nils nu —=n(n—2)u 
« P3 n dant 0 


O (n—1)(n—2) nn nl 


2 


id 


In? 


AM, 0 0 0 
vv Lov “vv 
D'=|e, 9, 2, FF ® 2) isbn 
n—l 
©, V, 2, u u 0) 
dus: du dv —= 0. 
le, du =() Je. de =0 
U vn 


Als w=c,, dan stellen de vergelijkingen van 6 de be- 
schrijvende rechten voor. 


Voors == WOrdinp ve zus d.i. de ge- 
geven kromme, die dus ook één der asymptotische lijnen is. 
13. Uit een gegeven punt («,, yi, 21) trekt men lood- 
lijnen op de rechten van ’t regelvlak: 
D=UCO8V, Y=Usinv, 2 usin 2W, 
Bewijs dat hun voetpunten op een elllips liggen. 


Oplossing. Een rechte van ’t regelvlak wordt gegeven door 
een constante v, bijv. v‚. Deze rechte heeft tot vergelijking 


z==asin 2, 


a 


CAVA tan oh 
Een rechte door ’t punt &‚, y, ‚ 21 ‚door een willekeurig 
punt w,, v, van de rechte (1) heeft tot vergelijking : 
st Weherkad! Re ee nn (2) 
B —UCOSV, Yy —U,Sinv, zZz, —asin2w, 
Deze rechte staat loodrecht op (1), als: 
(w, — U, COSV,) cOSVv, + (Y, — U, Sin v,)sinv, =O 
of U, =&, COSV, Jy, Sin v,. 
Dan is: 


=H CO82V, Jy, Sin v, COSV, 

y=t,Sinv, CO8V, Hy, SIN? wv, 

2=asin2v,. 

De meetkundige plaats van de voetpunten dezer lood- 
lijnen is dus 
| D=®, CO8*V Jy, SIN Vv COS V 

y=, sinveosv Jy, sin? v 
z==asin 2, 
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Door eliminatie van v vinden we: 


neteg=er t(eitH9®) ZN MVL GBT 
De voetpunten liggen dus in een plat vlak. 
Ook: LR Ur ne Metis alt 


De voetpunten liggen op dezen AN Eer 

De doorsnede van Il en II is een ellips. 

14. De differentiaalvergelijking der kromtelijnen van een 
oppervlak z= f(«,y) te vinden. 


Oplossing. We beschouwen #, y en z als functies van een 
parameter s. 

De normaal van ’t oppervlak in ’t punt «, y, z heeft 
tot vergelijking: Re ‘ n je 

vn en Let 

5 hl 

Een kromtelijn op een oppervlak is een lijn er van, waar- 
langs de normaal een ontwikkelbaar oppervlak beschrijft. 

De rechten (1) beschrijven een ontwikkelbaar oppervlak 
als (zie XI). 


x' y' 2’ 
p —l |=0 
p’ q 0 
da dy dz 
of p q —l [=0. 
dp dg 0 
Nu is dz=pde + dy 


dp =r de J- sdy 
dg =sde + tdy. 
De differentiaalvergelijking der kromtelijnen is dus : 


de dy pde J-q dy 
p q == = (). 
rded-sdy sdaeJtdy 0 
B: J 


Aanteekeningen. 


1. Hier wordt dus als bepaling van ’t ontwikkelbaar 
oppervlak vooropgezet, dat elke beschrijvende lijn moet 
raken aan een ruimtekromme. Dan wordt bewezen de 
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eigenschap, dat voor alle punten van elke beschrijvende 
’t raakvlak een en hetzelfde vlak is. 

Men kan ook omgekeerd de laatste eigenschap als bepa- 
ling vooropstellen en daarna de hier gegeven bepaling 
als eigenschap bewijzen. 


nk RCA) 
2. Zij ’t oppervlak: Y == pz (u,v) 
ú Gie w, v). 
X-— Y—y Ze 
tRaakvlak in ’t punt (@,y,2): | u %u u l=l 
Po) IJ, Zo 


't Osculatievlak van een kromme door ’t punt (x,y,z) 
in ’t punt (@,y,‚,z) is: 


KEN Nn WZ 
dea dy dz |=0. 
de d2y d2z 
Deze vlakken vallen samen als: 
Ju Pu “u Pu Pu Ju 
Jy Zo % P% 5 % 
dy de de de) TT \dr dy | 
d*y d?z dz d?r d2x d°y 
Ju Ev Pot Tu Pu Ju 
Jy 5 Ĳ Le Po dd 5 % 
z x By 
U Uu U U U u 
en dead day d2z=0 
I 2 E ®, %, Jy 


Omdat nu de =w, du J-w, dv, enz. 


da = vd? + 2e, du dv J- Cn do? x, du En 2, dr, enz. 


VZ 

Bl nn, Wen Onoswlnddnehmsh. 
Hete AB 

Viene | 

gft braden oli aa enarcn 
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y 
zis 7, (ew, du? HZ, du do dw, de) =0 dons dees ad 
| | 
Verg Zr wl We | 
BEREITS vans emanssnt(s dt Balki uit (1), (2) 
sane plee 


en (3) geeft: 


DL, ode + 2 „dude | Gij dv? 


Ie, Io Inde? + 2, dude art bed kr 
WlukFo 2d + 22,,dudv +2, de° | 


of Ddu? + 2D’dudv H- D''do? —0. 


Medaille en Fonds Poincaré. 


Een internationale Commissie met Paul Appell als voor- 
zitter, Etienne Lamy en Gaston Darboux als secretarissen, 
en Ernest Lebon (Paris, Rue des Ecoles 4bis) stelt voor: 

le. een medaille te doen vervaardigen met de beeltenis 
van Henri Poincaré ; 

2e. een fonds te vormen, met de rente waarvan de 
Académie des Sciences te Parijs jonge lieden kan steunen, 
die zich bezighouden met die deelen der wiskunde, waarin 
Poincaré zich bewoog, nl. de analyse, de astronomische 
mechanica, de wiskundige natuurkunde, en de philosophie. 

Wie inschrijft voor meer dan 25 frs. en minder dan 
50 frs, ontvangt een bronzen medaille; wie meer dan 
50 frs. geeft, ontvangt een zilveren medaille. 
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Die Annâherung conjugirter complexer Wurzeln, ® 
VON 


Dr. A. KEMPE, (Rotterdam). 


In den Lehrbüchern der höheren Algebra wird, wenigstens 
meinem besten Wissen nach, die Annäherung complexer 
Wurzeln nicht berücksichtigt, und wenn also einê Gleichung 
nur derartige Wurzeln hat, müszten sie unangenähert 
bleiben. 

Im Folgenden möchte ich versuchen diese Lücke aus- 
zufüllen. 

Dei: 

ae Jha ? Jkt 41e? Jm? d-nrd-p=0 . . (1) 

eine Gleichung mit nur derartigen Wurzeln, 
p= at bi y= Cdi, Bl kiel AS 
dann ist es klar dass Descartes Theorem uns folgende 
Beziehungen giebt zwischen a, b, ec, d, e, f‚ g, und den 

Coëfficienten von (1) 

Zat 2e t-2f=—-h .. EE 
dmt he op Kn onde H92) + 4ac + Aaf + def = k . 4) 
AK eme en mi Frater fa He NO 


BUC LA 
ef re) Pa EE CEN 
+ dac(f? 4-99) + daf (ct Hd) H4ef(at b)=m … (6) 
za (et 4E) (fE dg) HRe (at HDPE Ho) 
Haar tbe ddr 0 
(ar HboerHd)(frHg)=p 


Es ist nicht möglich aus diesen die Gröszen a, b, c, d, f 
und g in den coëfficienten von (1) auszudrücken, aber wohl 
möglich ist es, die Gröszen (a? + b?), (c? 4d?) und (f? + g?) 
mittelst den Gleichungen (4), (5) und (7) in a, c, f,k, Lund 
auszudrücken, da in diesen nur eine quadratische Gleichung 


*) Dieser Aufsatz erschien zuerst in den: „Annaes da Academia 
Polytechniea do Porto’, dirreccâo HF. Gomes Teixeira Tomo VI, 
1911. Was hier folgt, ist davon eine verbesserte Ausgabe. 
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vorkommt, wenn nämlich (a? + b?), (c? + d?) und (f? +g?) 
wie Unbekannten angesehen werden. 

Wenn man hierbei bemerkt, dass in diesen Gleichungen 
d, ec und f, ganz eigentümlich vorkommen, nämlich wie ae, 
af, cf und acf, und a +e+f uns durch (3) völlig bekannt 
ist — die Coëfficiënten von (1) sind doch gegeben — dann hat 
man dadurch ein Mittel die Wurzeln #,.... «; angenähert 
zu bestimmen. 

Setzen wir die werklichen Werte von 

UE ONE ErEn  A  E) 
und von gef == tra Bte (10) 
da werden (8), (9) und (10) mit (4), (5) ad LDR Lj 8 
(c2 + d?), (f2 Hg?) in a, e, f und den Coëfficiënten von (1) — 
m und p except — ausdrücken. 

Da wir jedoch weder r noch t genau kennen, kann die 
Rechnung bei Zahlen-Gleichungen nur angenähert ausfallen 
und sind (6) und (8) da, um unsere Rechnungen zu con- 
troliren. Wir brauchen dafür nicht (1). 

In dem Folgenden ist a+ c die Hauptsache worauf die 
ganze Annäherung beruht. Vorher- wollen wir aber a® + b?, 
C° Hd? und f? + g? in den erwähnten Gröszen ausdrücken, 
damit wir für eine Gleichung 6ten Grades, ganz allgemeine 
Resultaten bekommen. 

Aus (4) ergiebt sich: 

fh gtehordr (atb) Hoet d2)}e 0. „(AÌ) 
Ihre substitution in (5) giebt: 


epa DEE, heele 
wenn ere LO UND) 


2 
Aus (7) erhällt man, wenn aus (11) und (12) ihre Werte 
eingeführt werden: 


lft GatoDlaait 
zt H(dr)(efatef(e—a) ot je — 

Oe VED Tine 
ap, (leAreA—pi} + LG 


(e—a)(atef Hf (a— DEP 
Ich gebe nur das Resultat, womit allein wir zu schaffen 
haben, da bei der Rechnung nichts Besonderes an zu 


A MA, 
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wenden ist als ein wenig Geduld. Ist a? + b? angenähert 
bestimmt, so folgen c? +d? und f? + g? aus (12) und (11). 
Ist dies geschehen, so bestimmen die Näherungswerte von 
a, ec und f die Gröszen b, d und g, ganz leicht ... womit 
wir alles was den Wurzeln betrifft, bestimmt haben. 

Noch ist Folgendes zu bemerken: 


Aus adetf=— 88) und ac + af + cf =r...(9) 
hat man: 


ac d(a dc) f=r oder acHlatol-Z-ader 


oder acar tllatotr «(4 


Weiter : da (a — c)? ) Oist, oder (atc)? —4ac > O is nach (14) 
(a Hc)? —4(a de)" —2h(ad-e)—4r 0 

oder 3(ade? +i4h(ad-e)-r<0 . . . . (15) 

Die Gleichung (15) giebt vorläufig einen oberen Grenswert 
für 7, dem wir nachher beim Zahlenrechnen auch noch 
einen unteren zur Seite stellen werden. Es ist dies not- 
wendig, damit die doch schon schwierige Arbeit der An- 
näherung nicht zu etwas Unmögliches werde. Ausserdem 
heben (14) und (15) die Bedeutung von (a + c) hervor, da 
in diesen fast alles ist ausgedrückt, denn f ist durch (3) 
eine Grösze zweiten Ranges. Es hängt von dem richtigen 
Wert von (a+-c), so zu sagen alles ab, wie wir nun 
zeigen wollen. 

Es sei: 

ns —9,6n5 + 49,92x* — 150.128°J- 320.0528? — 41210176 + 
| + 314.987904=0 5 
eine Zahlengleichung deren Wurzeln, wie uns Sturm's, oder 
K. Bes’ Theorem belehrt, nur complexe Wurzeln hat, und 
deren Variationenanzahl auf solchen Complexen hinweist, 
die nur positive reëlle Teile haben, also bei z. B. @ = a + bú, 
a positiv ist. 

Hätte (16) An Variationen, so hätten He complexe 

zwei vier 

Wurzeln negative reëlle Teile, wärend gar keine Variationen, 
also nur Permanentiën, auf nur negative reölle Teile hin- 
weisen sollten. 
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In Bezug auf (1) ist in (16) 

his 0r6 rt 49. 92, LL 1D0.128, me 320. 0528 
n=— 412, 10176 und p —=314. 987904. 

Mit den Zahlen ist es nun möglich #, zwischen zwei Gren- 


zen ein zu schliessen, denn da h=—9.6 ist wird 
(15)....(a dc)? —4.8(a de) +10. 
oder r{4.8(ad-e) -(at-e)? . . . « (1ba) 


und da a, e und f positiv sind, ist: 
(a d-e)? Hac) oder mit (14) und h=—9.6 


(ado)? Hado}! 4jlade) tr 


also: r#>4.8(a te) —2(at-e)?  . . (155) 


Die Gleichungen (15a) und (155) geben uns die Grenzen 
innerhalb welchen 7 bleiben muss bei angenommenen 
(ad-c). Ist also ad-e=?2, So ist r ) 1,6 und (6,6. Dies 
erleichtert viele Dingen. 

Es ist nun gut eine Tabelle zu machen, die die Rech- 
nung übersichtlieh macht und da a4-c+f=4.8 also 
ad-c{<4.8 sein muss, für (ad-c) die Werte 4, 3, 2 etc. 
zu nehmen; der zugehörende Wert von r wird dann durch 

(15a) und (156) gegeben. 

Obwol die folgende Arbeit sehr schwierig erscheint, heben 
obengenannte Conditionen schon viele Beschwerden auf. 

Die Rechnungen sind in nachstehender Folge zu nehmen. 

1°. Wird (a +c) {4.8 angenommen. 

20, Die Grenzen von r bestimmt aus (15a) und (155), 

90, ac aus (14) berechnet und daraus a und ec bestimmt 
f folgt dann gleich aus (3). 

40, Bestimmung van a? + b? aus (18) c? + d? und f? + g? 
aus (12) und (11). 

Do, (a Hb) (Ce? Hd) (Ff? +9?) an (8) geprüft und fällt 
die Prüfung in günstigem Sinne aus, so werden: 

69. b, d und g aus a? +b? und a, ec? +d? unde, f? + g? 
und f berechnet. Zum Schluss werden die gefunden 
Gröszen an (6) geprüft. Es ist dies der Substitution der 
Wurzeln in (16) vorzuziehen, da dieses viel bequemer ist 
als jenes und ferner alle Elementen der werschiedenen 
Wurzeln in (6) vorkommen, 


Die Tabelle ist folgende : 


ate) + | ac a | a c | js | É | ODE Of teg end (BD COR en) 
Ed | 38 | 0.8 245 | 155 |08 | 3.04 atb 78 errdr= TE fergie 18X136X06 — 63648 
6 128 | 48 [309 [091 [08[224 | 
| ze len | > DO EE OP RR 
5 | 18 | 88 | 348 0.52 08 144 Vath edt PT ì 
A [08 { 28 |3185[02151 08 [0.64 | de 
Kleinere r machen ac negativ. 
EE EELKE î 
iel | A BAN Pa Ae 983 mn 662 1301X364X9.35 — 
6 [06 66 (278 [022 [18/LO8 jartbr=izo CHEZ LH 935 Ee: 
PA | | Ei | „26 1 65 2 -—065 1363X35X1087 — 
55/01} 86 [26 004 (18/OMB |artb'=13gz CH = PH = ben Se 
Kleinere r machen ac negativ. 
Iet Ee St 3.28 _ 1381 891X328X1381 — 
2. [6 joa | 24 [um (ons j28lii2 |artbr= Gej CHA FH =d te 
65 [09 | 04 [131 [069 [281252 | atb? =A14 + V(1114T — 19.888) 5 
hee | pe 2 BAT or oe 416 ear a 154 BITX4I6X15AT — 3241551 
bp PP Ar Sr B B AN 
| | | | | | | li obwol a?+b? complex ist, ist die negative 
De | ee | Ei | ee | De | se | Ee | atb? SEINEN) Diseriminant doeh abnehmend. | 
SEON oe |aal zen SP ES LET EET En 
| Ù 
6AA|084A| 064 114 106 12812352|atdbr=396 cHd?=536 f*Hg-—=l484 3.96X536X14.84—314.987904 
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Bei dieser Tabelle haben wir folgende Bemerkungen : 

1°, Die Grösze a +c, als die wichtigste, ist im Anfange 
gesetzt, und da wir wohl meinten, dass nicht alles augen- 
blicklich ein gutes Resultat geben wurde, sind wir mit 
ganzem a+ c angefangen. 

20, Die Grenzen von r, durch (15a) und (155) bestimmt, 
machten es. notwendig bisweilen für r=1.6.5.4... zu 
nehmen und a? +5? ete. zu berechnen. Weiter als 4 
dürften wir hier mit r nicht gehen da ac, aus (14) bestimmt, 
bei positiven a und c nicht negativ sein kann. Nach a +c 
und » erfolgen die anderen Gröszen gleich. 

30. Wenn a+-c ungeändert bleibt und # wird zwischen 
gröszer 


dE TON ZEN 
kleiner 


genommen, so wird das Produkt 


ERE Tones Rt: ‚ kleiner 
(a? Hb?) (ec? Hd?) (f? +9?) entweder sr oszer 
complex. Das Erstere machte uns a + c=3 und r == 7, 6,5.5 
u.s. w. aufgeben. 

40, ad-e=2 mit r)>1.6 und {6.6 verkleinerte das 
Produkt (a? + b?) (ce? + d?) (f? +g*), weshalb wir meinten 
hier auf gutem Wege zu sein; daher die versuchen mit 
verschiedenen Hunderteln. 

50. Wenn Werte von ac etc., nicht augenblicklich angeben, 
die Rechnung in dieser Richtung zu verlassen, so wird erst 
g berechnet und nachher (13). Es ist dies das mühsamste 
der ganzen Rechnung und man tut daher gut die Zahlen 
von (16) bis auf ein Hundertel genau zu nehmen; allein, 
wenn man sich in guter Richtung meint, nehme man die 
Rechnung genau. Daher ist sie wiederholt, mit den ganz 
genauen Zalen von (16), wie wir bemerkten, dass wir mit 
ad-c—=? und r=—=644 dem Ziele sehr nahe waren. Ein 
wenig Gewissheit im ungenauen Zalenrechnen ist nicht zu 
verschmähen, und obwol die arbeit hierbei nicht wenig 
ist, man bedenke, dass man mit a? + 6? mehr oder weniger 
genau bestimmt die sechs complexen Wurzeln so zu sagen 
mit einem Schlage gefunden hat. 

(9, Bei der Wertschätzung von a+ ec mit Halben zu 
erhöhen oder zu verringern ist oft sehr gut, da Halben 
genaue Mittelwerte sind. 

89. Sobald a? +52, ec? +d? oder f? + g? negativ oder 


oder es wird 


64 


complex ausfällt versuche man weitere a +c, oder, mit 
Berücksichtigung der Grenzen, ein anderes r, 

Und so würde noch wohl dieses oder jenes zu sagen 
sein, aber ein Jeder, der sich mit dieser Arbeit beschäf- 
tigt, findet das selber. 

Wir wollen nun mit den letzten Zahlen der Tabelle 
ade=644, r=084 u.s.w., t=2352 die richtige Qua- 
dratgleichung (13) angeben, u ist dann —= — 17.336. 

Sie ist: 

f 64.4512 ; 128.0176128 
ar geta Lam ste 
oderta nn 32.2256+V1[(32. En ‚0176128 X 8, 112) 
== 8.96 oder 3.985. 3, 
das Erstere so gut wie genau. 

Ein begründetes Vermuten lässt uns in a? + b? = 3.96 
den richtigen Wert sehen, und bei a= 14, b=l?2, bei 
c == 06 aus c24-d?=536, dl 5 und bennen 
f2 Hg? =1484, g= VT finden. 

Die Wurzeln von (16) sind also : 

e,=l4Hil 2 ez =06 Hi 5D 4; =28 Hi (1%) 
nz=l4—-il2 #,=06 il 5 #28 

Es ist nun viel bequemer sie an (6) wie an (16) zu 
prüfen, da letztere Rechnung sehr weitschweifig ist. 
Ausserden kommen in (6) alle Elemente der sechs Wurzeln 
vor: wird also durch (17) der (6) ungefähr genügt, so 
kann man wol das Weitere bleiben lassen. 

Hiermit sind also die sechs complexen Wurzeln von (16) 
gefunden. 

Zur Bestätigung unserer Behauptung, wollen wir doch 
eine der Wurzeln — die bequemste — in (16) substituiren, 
also @; = 0,6 +5 nehmen. Es ist dann: 


ge —= 0326656 4- 68.86656 V”DXt 
— Dpt = — 617.066496 — 73.4208 V”5 X1 
49.92pt = 115.333692 
— 150.128x° = 1318.724352 + 588.50176 V”5X4 
820.052? == 384.06336 15 Xi — 1485.044992 
— 4121011764 —= — 247.261056 — 41210176 T”5X4 


_ _814.987904 — 314.987904 


O — 2349.372544 + 1041 43168 1”DX1 — 2349. 872544 — 
— 1041.43168 Vox 
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Zum Schluss folgen noch einige Bemerkungen. 

Ist a negativ und ec und f positiv, so handele man mit 
c und f, wie wir hier mit a und ce verfährten. Sind a und 
c negativ und f positiv, so nehme man (16) auf ihren ent- 
gegengesetsten Wurzeln und verfahre wie mit c und f 
positiv und a negativ. Sind a, c und f negativ, so nehme 
man wieder (16) auf ihren entgegengesetzten Wurzeln, 
womit die Sache zu dem Vorliegenden zurück gebracht ist. 
Die Methode in diesen verschiedenen Fällen wird m.m. 
von dem Vorhergehenden nicht abweichen. 

Im Falle einer achten Grades Gleichung mit nur complexen 
Wurzeln,* wird die Annäherung ihrer Wurzeln natürlich 
mehr Beschwerden haben, doch kann sie auf ähnlicher 
Weise vor sich gehen. Statt einer quadratischen Gleichung 
kommt hier eine Gleichung vom dritten oder vierten Grade. 
Die Gruppen, die hier in Betracht kommen, sind natürlich 

ated fh, ac +oaf + ah + ef + ch + fh, 
acf + ach + afh + cf h und acfh. 

Die Gleichungen (3)—(8) werden acht an der Zahl und in 
Bezug auf a? +53, c?° 4d? f?+g? und h? +k? vom 
4ten Grade. 

Nur die Mittelwerte von a 4e f, werden genauer da 
die Anzal der reëllen Teile mehr wird, Wir behalten uus 
vor dies nachher zu behandeln, 

Endlich noch Folgendes: 

Eine biquadratische Gleichung mit nur complexen 
Wurzeln giebt ein viel einfacheres System (3)-(8) Gleichungen 
als wie hier der Fall war, was gar natürlich ist. 

Es wird dadurch möglich, wenn a +- bi, e + di die Wurzeln 
sind, ac mittelst einer Gleichung Sten Grades direct zu lösen 
und also mit dem bekannten a + c und dem berechneten 
ac, a und c als Funktionen der Coëfficiënten der gegebenen 
Gleichung auszudrücken. Da nun aber eine biquadratische 
Gleichung noch auf anderer Weise direct zu lösen ist, 
haben wir dies hier nicht erörtert, nur möge es erwähnt 
sein, dass die Gruppen ac und ac uns nachher die 
Gruppen (3), (9) und (10) angaben. 


Wiskundig Tijdschrift, 1le Jaargang, 


Ce 
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Het theorema van d'Älembert 


door 
W. F. GISOLF, (Rotterdam). 


Het volgend bewijs van het theorema van D'ALEMBERT 
bleek mij bij navraag onder verschillende bezitters der 
middelbare akten wiskunde onbekend; mij werd gevraagd 
door publicatie in het Wiskundig Tijdschrift daaraan 
meerdere bekendheid te geven; aan welk verzoek ik ge- 
volg meende te moeten geven, alhoewel de arbeid verre 
van oorspronkelijk is. 


1. Stelling 1. Aan eene geheele algebraïsche vergelijking 
met reëcle coëfficiënten voldoen, mits zij geen identiteit zij, 
hoogstens slechts n waarden. 


2, Zij za diy =p (cosp +4 sin pw) eene grootheid, voor- 
gesteld door een punt P in het complexe vlak en 

Zi, = 1 Hiyi —=e, (COSP, +-dsinw,) eene andere groot- 
heid, voorgesteld door een punt P,. Indien eene verander- 
lijke z varieert van P tot P,, dan zij de verandering van 
z gelijk aan A, dus z,=zJh, en h=p' (cos4J-tsing), 
waarbij #/ == mod PP’, en 6 de hoek, die PP, met de positieve 
X-as maakt, voorstelt. 

Áls een complex veranderlijke eene lijn in het complexe 
vlak in twee tegengestelde richtingen achtereenvolgens 
doorloopt, is de totale verandering (d.w.z. die van den 
modulus en die van het argument) gelijk nul. Wordt een 
gesloten kromme doorloopen, die den oorsprong niet omsluit, 
in ééne richting, dan is eveneens de totale verandering 
nul; indien de oorsprong wel door de kromme omsloten _ 
wordt, is de verandering van den modulus nul, en die van 
het argument gelijk aan 27. 


d. Zie Fig. 1. Stelling 11. Indien een gesloten kromme 
in het complexe vlak doorloopen wordt, is de variatie van 
het argument gelijk aan de som der variaties van het 
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argument bij het doorloopen van de partieele samen- 
hangende krommen, die het vlak door de kromme omsloten, 
verdeelen; mits alle krommen in gelijke 
richting doorloopen worden. 

Het bewijs dezer stelling volgt on- 
middellijk uit de figuur. De verande- 
ring van het argument bij het door- 
loopen der kromme PQRS is geliĳk 
aan de som der veranderingen van 

Fig. 1. het argument bij het doorloopen der 
partieele gesloten krommen PQT, QRVT, PTVS en VRS, 
aangezien de kromme lijnen binnen de omsluitende kromme 
twee malen, en wel in tegengestelde richting doorloopen 
worden. 


4, Het zij toegestaan de continuïteit eener geheele al- 
gebraïsche functie van een complex veranderlijke ter sprake 
te brengen. 

Eene functie f(z) van de complex veranderlijke z wordt 
gezegd continu te zijn in de buurt van een punt z,, als 
bij eene gegeven willekeurig kleine grootheid « eene 
eindige positieve grootheid n gevonden kan worden, zoo- 
danig dat aan de ongelijkheid 

f@)—f (zo) | Se 


voldaan wordt, zoolang als |z—z, | {n. 


Zij fO=fe, HD e0) HA" (eo) + gf" (e0) + enz. 
en dus fe, +) — f(z) =bf' (zo) + 3 f(e0) + enz. 


Hierin zijn de coëfficiënten van de machten van A com- 
plexe uitdrukkingen; stel hunne moduli a, b, c enz, dan 
zijn de moduli der opeenvolgende termen ap, be’, cp? enz. 
waarin e de modulus van Ah voorstelt; en dus is, daar 
immers de modulus eener eindige som kleiner is dan de 
som der moduli der termen: 

fes HA) —f(zo)| Cao + be? Hcp? J enz. 

Nu kan volgens eene bekende op reëele veranderlijken 
betrekking hebbende stelling, aan o een zoodanige positieve 
waarde „ worden toegekend, dat de rechterzijde van deze 
uitdrukking kleiner is dan elke willekeurig kleine groot- 
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heid e; waarmee dus aan bovenstaande definitie voldaan 
wordt. 

Als modz dus een zeer kleine verandering ondergaat 
kan mod f(z) geen sprong maken. 


5. Beelden wij z en f(z) voor de duidelijkheid op twee 
complexe vlakken af. Zonder ook hoegenaamd iets te 
veronderstellen omtrent de mogelijkheid van het bestaan 
van een wortel eener geheele algebraïsche vergelijking 
met geheele coëfficiënten, zal nu onderzocht worden, hoe 
groot de variatie van het argument van f(z), farg f(z) | is, 
als z eene kleine gesloten kromme doorloopt, al naar gelang 
binnen die kromme niet of wel een wortel der vergelijking 
gelegen is. | 

Zij binnen de krom- 


/ P, me in het z-vlak een 
f(z) punt A, de grootheid 

p Zo = 0 +0 voorstel- 

lende, gelegen. Het 

4, pe punt A, in het f(z) 


vlak kome daarmee 

Fig. 2. overeen. Met eene ge- 
sloten kromme in het z-vlak komt vanwege de continuïteit 
eene gesloten kromme in het f'(z)-vlak overeen. 

Zij nu in de eerste plaats z, geen wortel, terwijl om A 
heen eene kromme beschreven is, terwijl ook geen wortel 
binnen die kromme liet, wat mogelijk is daar het aantal 
wortels slechts eindig zijn kan. 

Stel nu AP==h, dan kan aan mod A eene zoo kleine 
waarde worden toe- 
gekend, dat in de 


figuur daarneven 
| mod PA, P A) 
d.i. immers 
mod [f(z + h) — va VA 
il 0) (7 q 
kleiner blijft dan Í 
mod QA, ; 
d. w‚ z. eene kromme Fig. 3 
kan om A beschreven worden, zoodanig dat de overeen- 
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komstige kromme in het f(z)-vlak buiten den oorsprong 
komt te liggen; volgens 2 is dan de variatie, van arg f(z) 
gelijk aan nul. 

Stellen wij nu in de tweede plaats, dat A wel een wortel 
zij van de vergelijking f(z)—=0, dan ligt het overeen- 
komstige punt A, in het f(z)-vlak in den oorsprong; ter wijl 
binnen de kromme om A geen andere wortel gelegen zijn 
mag. Ter wille der algemeenheid van het bewijs, stellen 
wij die wortel een k-voudige en dus 


FE) =(e— ef 0 (2) 


waarbij z, geen wortel van p (2) = Ois. Dan is het bekend, dat 


arg f(z) =arg (220) Hargp (2) 
en indien h=(z—z,)==e(coss+-ising), dan is: 
arg f(z) = ké + arg o (). 

Laat nu z de kromme om A geheel doorloopen, waarbij 
dus AP=h, dan is de variatie van argo(z) gelijk nul, 
daar z, geen wortel is van p(z)=0 en 4=?2m, en dus 
var. arg f(z) = 2kr, 


6” Beschrijven we in het z-vlak een kromme, waarbinnen 
eene k-voudige, eene k,‚-voudige, eene k,-voudige wortel, 
enz. gelegen zijn; het vlak dier kromme kunnen we ver- 
deelen door partieele krommen (zie 8) in velden, die ieder 
slechts één zoodanige wortel bevatten. Volgens 3 en 5 zal 
nu de variatie van arg f(z) bij het doorloopen der kromme, 
die met de hoofdkromme in het z-vlak correspondeert, 
gelijk zijn aan de som der variaties van het argument bij 
het doorloopen der correspondeerende partieele krommen. 
Men vindt derhalve dan, dat 

var. arg f(z) = 2x (k, Jk, +k; + enz.) 

Deze stelling draagt den naam van CAUCHY. 

Het omgekeerde dezer stelling zal ons het bewijs van 
het theorema van D'ALEMBERT verschaffen. Deze omkeering 
luidt: 

Het aantal wortels van eene geheele algebraische ver- 
gelijking met reëele coëfficiënten, gelegen binnen eene 
bepaalde kromme in het z-vlak, wordt verkregen door de 
variatie van arg f(z), die ontstaat bij het doorloopen dier 
kromme door de veranderlijke z, te deelen door 2z. 
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Bewijs. Zij var arg f(z) =?lz. Men kan drie veronder- 
stellingen maken omtrent het aantal wortels, (l zij geheel) 

1°. In het z-vlak ligt binnen de kromme geen wortel; 

20, In het z-vlak liggen binnen de kromme 4, wortels (l,#l); 

30, In het z-vlak liggen binnen de kromme / wortels. 

Het ad 1° kan niet waar zijn, omdat dan var arg f(z) = 0; 
en het ad 2° evenmin, omdat dan var arg f(z) =2l,z zou 
zijn. Blijft dus het ad 3° over. 

l kan niet gebroken zijn, daar men op overeenkomstige 
manier zou kunnen aantoonen, dat er een gebroken aantal 
wortels zou bestaan, wat eene ongerijmdheid is. 


1. Bewijs van het theorema van D'ÄLEMBERT. 

Oneindig groote en nulwortels blijven buiten beschouwing. 

Wij beschrijven om den oorsprong in het z-vlak als 
middelpunt een cirkel met zoo grooten straal, dat eventueele 
wortels er alle binnen gelegen moeten zijn. Dit is mogelijk, 
daar, als er wortels zijn, deze eindig, en eindig in aantal 
zijn, terwijl als er geen zijn, elke cirkel goed zou zijn. 

Zij dan f(z) van den nen graad 


en RER zi (21). waarin 2 5 


2’ zal een cirkel beschrijven, waarvan het vlak corres- 
pondeert met het deel van het z-vlak, gelegen buiten den 
grooten cirkel; maar dan is. het ook duidelijk, dat geen 
wortel van v(z), binnen dien kleinen cirkel gelegen, zijn 
kan. [v(2)=0 heeft immers de omgekeerden der wortels 
van f(z) =0 tot wortels.] 

Als derhalve z den grooten cirkel doorloopt, is 

var arg b (z') = 


en heeft men var arg f(z) =n X var arg z 
nu is var arg 2 = 2 
en dus is var arg f(z) —=?2nzr 


en volgens de omkeering van de stelling van CAUCHY 
liggen dus in het z-vlak binnen den grooten cirkel n wortels, 
wat te bewijzen was. 
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Constructie van den top van een hyperbolische paraboloïde. 


Gegeven: twee elkaar kruisende rechten AC en BD als 
richtlijnen, en het V-vlak als richtvlak van een hyper- 
bolische paraboloïde. 

Gevraagd: den top te construeeren. 

Constructie: De top zal het 
snijpunt zijn van twee be- 
schrijvende lijnen, een van elk 
stelsel, evenwijdig aan het 
H-vlak. Van een dezer lijnen, 
AB, zal de horizontale projec- 
tie even lang zijn als de ver- 
ticale, zoodat tusschen A/C” 
en D”B’ een liĳn-getrokken 
moet worden, evenwijdig en 
gelijk aan C/D’. Dit kan ge- 
schieden, door D’Q = CP te 
nemen, en QB/” // PA” te trek- 
ken — de gevraagde lijn egaat dan door B’. Beschouwt 
men de as als H-projectie van een rechte, behoorend tot 
het stelsel van AB, dan is de V-projectie van die rechte C/D”. 
Deze lijn C”D” snijdt A/B”, thans beschouwd als V-projectie 
van een beschrijvende lijn van het andere stelsel, in FE, 
en wanneer men nu door E/ een lijn // A’C trekt, zal deze 
de H-projectie zijn van een lijn van het tweede stelsel 
//H-vlak. Het snijpunt van A/B’ en E/T’ geeft de H-pro- 
jectie van den top. 

De constructie van A/B’ werd aangegeven door den 
cadet-korporaal der artillerie DE RUYTER. 

Ginneken. Oe Er  HEUX. 


Mascheroni'sche Constructies. 


Gevraagd het bewijs voor elk der volgende constructies 
voor het vraagstuk : 

Uitsluitend met behulp van een passer een cirkel te eonstru- 
eeren, die door drie gegeven punten gaat. 


(2 


le Constructie. 


Zijn A‚ B en C de drie gegeven punten, waarbij 
AB ) AC ) BC. 


( IN A6) 


Er 


1. Beschrijf uit C als middelpunt een cirkel, die door 
B gaat. 

2. Neem op dezen cirkel een punt D zoodanig, dat 
AD = AB. 

3, 4, Construeer een punt E zoodanig, dat AE=AC, 
DE = DC. 

5. Beschrijf uit E als middelpunt een cirkelboog met ED 
als straal, die cirkel (1) snijdt in FE, 

6, 7. Beschrijf uit F en B als middelpunten cirkelbogen 
met den straal van cirkel (1), die elkander snijden in G. 

8. Beschrijf uit G als middelpunt met den straal GC een 
cirkelboog, die cirkel (1) snijdt in K en H. 

9, 10. Beschrijf uit K en H als middelpunten cirkelbogen, 
die door C gaan en elkander snijden in M, 

Beschrijf uit M als middelpunt met straal MC een cirkel, 
die door A en B zal gaan, en dus de gevraagde cirkel is. 

Quod est demonstrandum. | 
Dr. P, VAN GEER. 
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2e Constructie. 


Onder den titel „Zur Napoleonsaufgabe”’ 
geeft Dr. Krüger in de Unterrichtsblätter 
Ja. XIX, bladz. 152, de volgende con- 
structie om van een gegeven cirkel het 
middelpunt te vinden. 


Is M de cirkel, dan beschrijft men uit 
een punt A er van een cirkel met wille- 
keurigen straal 7; 

Uit de snijpunten B en C cirkels met 
denzelfden straal, gevend D, E,‚, F en G. 


uit F een cirkel met straal FE 


” D ” ” »” ” FG | Sike Ee 
” E bb ” ’) y EH | geven ie 
2 H ” ” 2) % HF 
»” E bj) ” bj) 9 ED 

Erk DI | geven K. 


„ Den E een cirkel met straal DK geven M. 


Door 3 punten een cirkel te trekken, gaat op dezelfde 
wijze. 


Notes sur la géométrie des courbes remarquables par 
F. Gomez Teixeira (Annaes Scientificos du Porto, 1918, no. 2). 


1. La courbe orthoptique d'une courbe C est le lieu des 
points d'où on peut mener à C deux tangentes rectangulaires. 


La parabole semi-cubique y=ax? est définée par 


roads enb dd) 
__ Oa? OT aas Ae 
et les tangentes meneées du point (X, Y) à la courbe ont 
pour équation Y—y=y (Xe) 


(x,y) étant le point de contact. En remplacant «,y par les 
valeurs trouvées plus haut, on a 


AIT Ki Tat Se 1 


Soit y',, Ys, Ys les Bracines; on doit avoir y',y’', = —1, 
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et par suite 4’; =*a°*Y, qui portée dans (1), et en posant 
Jeen a 
1 TPE donne Yi =h(X-—h), 


c'est-à-dire que la courbe orthoptique d'une parabole semi- 
cubique est une parabole du 2e ordre. 


2. La spirale sinusoïde de Kiepert est 
ps =d COSI OU (24 SH 


Elle a été étudiée par Kiepert (1870) et avant par 
W. Roberts (18417) Déjà en 1744, Euler la trouvée comme 
forme que prend une lame élastique sousla pression d'une 
masse liquide de hauteur infiniment grande. 


5. On appelle courbes de Ribaucour celles où le rayon 
de courbure est proportionnel à la longueur de la normale 
en ce point. 

Varignon, en 1720, en étudiant la forme des ressorts des 
horloges a été amené à déterminer une courbe telle que 
laire de la surface de résolution engendrée par un are 
de cette courbe comprise entre un point fixe et un autre 
point variable, en tournant autour d'un axe, multipliée 
par une puissance queleonque de la distance du point 
variable à l'axe soit constante. Si la droite donnée est 
Paxe des « l'équation du problême est 


7 2 
sur in + (EE) |ao=e 
ou en dérivant par rapport à # et éliminant Yintrégrale 
entre les deux équations 
de =P mey ADE, 
Si S est arc de la courbe, on trouve 


ke me — (m1 
OA (mt) 
ce qui prouve d'après E. Cesaro que les courbes considérées 
sont des développées des courbes de RIBAUCOUR. 
J. ROSE. 


15 


Boekbespreking, 


J. VERSLUYS. Zes en negentig bewijzen voor het theorema 
van Pythagoras. 

Amsterdam, A. Versluys, 1914. f 1,00. 

Het is wel aardig om eens zooveel verschillende bewijzen 
bijeen te zien voor zulk een eenvoudige eigenschap, van 
af „Euclid’s hinterlistiger Beweis” (volgens Schopenhauer) 
tot bewijzen in 1913 en 1914 toe. 

De schrijver heeft de eigenschappen gerangschikt vol- 
gens de er bij gevolgde methode, en geeft nog een over- 
zichtelijk lijstje der verschillende samenstellers. 

De heer V., de nestor der hollandsche wiskundigen, kan 
zeer zeker velen een genoegen doen met het samenstellen 
van andere monographieën, waarvoor hij ongetwijfeld 
materiaal in voorraad zal hebben. 


ÄLESSANDRO PADOA. La logique déductive dans son dernière 
phase de développement. Avec une préface de Guiseppe Peano. 

Paris, Gauthier-Villars, 8.25 frs. 

De logica heeft steeds getracht zich in een wiskundig 
kleed te steken om daardoor tot eenvoud te geraken. 

Door Peano werd in 1889 een geheel nieuwe weg inge- 
slagen, doordien hij een aantal teekens invoerde, waardoor 
een geheele wetenschap in beknopten vorm kon worden 
geschreven. Van zijn Formulaire mathématique verschenen 
reeds verscheidene drukken. Zijn leerling Padoa geeft 
thans in honderd bladzijden een overzicht van het stelsel 
van Peano, zeer bevattelijk geschreven, omdat de schrijver 
steeds uitgaat van woorden en uitdrukkingen, die men 
dagelijks gebruikt. De denkbeelden van Peano worden 
daardoor op goede wijze gepopulariseerd. 

Bovendien geeft de schrijver aan, dat men het aantal 
symbolen tot drie kan terugbrengen. | 


RAIMOND COULON. Etude sur la géométrie des formes 
naturelles. 
Rouen, Imprimerie Léon Gy, 1918. 
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Deze studie mag in verband met de artikelen in het W. 
T. 6en jg. bladz. 41 zeer zeker genoemd worden. Zij geeft 
zeer belangrijke gezichtspunten. Vooreerst bespreekt ze 
het voorkomen van den vijthoek bij bloemen en bladen, 
en merkt op, dat ze bij mineralen uiterst zelden voorkomt, 
en dan nog niet-regelmatig. Het vormen van twaalfvlak- 
ken zooals ze uit het gallo-romeinsche tijdperk zijn bewaard 
gebleven, bracht schrijver tot zijn studie. Door samen- 
drukken van twaalf bollen tegen elkander ontstaat zulk 
een twaalfvlak. Daaraan knoopt de schrijver beschou- 
wingen vast omtrent het ontstaan van op twaalfvlakken 
gelijkende lichamen door tegen elkander drukkende cellen. 
Alleen bij levende wezens kan dit dus voorkomen. 


H. Wrk. Ueber Raumbilder und ihre Betrachtung. Jahres- 
bericht des k.k. Kaiser Franz-Joseph-Staats-Gymnasiums in 
Mähr.—Schönberg 1912/18. 

Das Pantostereoskop und seine Verwendung für Stereosko- 
pische Projektions- und Koentgenbilder. 

Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Arzte 1914, 

In het eerste bespreekt de schrijver het zien in de ruimte; 
de vorming van het ruimtebeeld; de stereoscopische pro- 
jectie; in het tweede vermeldt hij de samenstelling van 
een eenvoudigen stereoscoop. Daarbij ontvangt het eene 
oog dadelijk het licht, dat van een der beide andere figuren 
uitgaat, terwijl het licht van de andere figuur door een 
prisma naar het andere oog wordt teruggekaatst. 

Kinematographische voorstellingen van ruimtefiguren 
konden tot nu toe slechts ruimtefiguren geven, als ze 
bezien werden door vrij samengestelde toestellen. De 
panstereoscoop maakt, dat de beelden op elken afstand 
in de ruimte kunnen worden gezien. 


L. ZORETTI Lecons de mathématiques générales. Avec une 
préface de P. Appell. 

Paris, Gauthier-Villars, 1914, 20 frs. 

Een uitmuntend boek voor hen, die wiskunde noodig 
hebben, maar de wiskunde niet om haar zelf willen bestu- 
deeren. Alles wat niet van toepassing is voor werktuig- 
kunde en natuurkunde, is weggelaten. Daarentegen zijn 
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overal praktische opmerkingen gemaakt, die men gewoonlijk 
in wiskunde-boeken niet aantreft. en die in het bijzonder 
voor niet-wiskundigen van groote waarde zijn. Zoo worden 
bijv. vergeleken de oneindig kleine grootheid van de wis- 
kunde met de zeer kleine grootheid van de natuurkunde. 
Ook is een hoofdstuk aanwezig over rekenliniaal en reken- 
machines, en worden benaderende berekeningen behandeld. 
Aan de nomographie van d'Ocagne zijn een aantal nomo- 
grammen ontleend. 

Werktuigkundige en natuurkundige vraagstukken heeft 
de schrijver niet opgenomen (uitgezonderd een hoofdstuk 
over beweging). Wel is een aantal vraagstukken door 
het boek verspreid, die van praktische beteekenis zijn. 

Het boek omvat analytische meetkunde, hoogere algebra, 
differentiaal- en integraalrekening. 


Uit Buitenlandsche Tijdschriften, 


21. Eigenschap van een viervlak. 


Als de zes ribben van een viervlak een zelfden bol raken, 
dan zullen de ingeschreven cirkels der zijvlakken elkander 
twee aan twee raken, 


Dit is een analogon van een bekende stelling voor een 
raaklijnen vierhoek. 


Dwrande. Mathesis 1913. 
Q. Question d'Examen 1668, 


Ai2. Rekenkundige eigenschappen. 


1) Als een getal van x cijfers | abe... l | deelbaar is door 
een factor van 10—1, dan is zulks ook het geval met 
| be...la |. Dit volgt uit de betrekking : 

TA br RN 
Q. L'Educ. Math. 1913, 
2) Als grondslag voor een rekenkundige aardigheid kan 
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de volgende identiteit dienen, die voor een getal van een 
willekeurig aantal cijfers geldt: 


| abed |=9X|| abel H|ab|+al (a dbHetd). 
Q. Stucke. Zeitschr. f. math. und naturw. Unterricht 1912, 


3) Als een even getal N de som is van de vierkanten 
van twee geheele getallen, dan is zulks ook 4N. 
Zij N=a? +b?, dan is 


_ (ad-by? a—b\? 
N= (5) +5) 
Ar Aubry. Education Mathématique XV. 1918. 


og, HDP Hladd(etB) (et) 

(a + b) (a + d) — (ec Hb) (ce + d) 
heeft steeds de waarde 2. 

In het algemeen is hetzelfde het geval met de breuk 
AT eeen 

Immers uit het laatste volgt 

A? + B? —C? —D? =2AB —2CD, 
Kik Barisien. Mathesis 1918. Question 1631. 


24. Nieuwe symbolen. 


Boon stelt de volgende nieuwe teekens voor, die ons 
zeer practisch voorkomen 
Os ab 
d.i. a bij benadering gelijk aan b. 
drm 
d.i. a bij benadering gelijk maar grooter dan &, 
El 
d.i, a bij benadering gelijk maar kleiner dan b. 
Q. The Math. Gazette 1918. 


215. Bijzondere driehoek en vierhoek. 


1) Als de zijden van een driehoek 7, 15, 20 zijn, dan is: 
1=42, 2R=25, r=2,r,=3, 1, =1, r,= 42, 


dus zijn deze grootheden alle geheele getallen. 
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2) Als de zijden van een koordenvierhoek 15, 20, 24, 7 
zijn, dan is zijn oppervlak 234, en zijn de diagonalen 20 en 25. 
Barisien. Mathesis 19183. Note /, 


216. Betrekkingen in den driehoek. 


1) Als x, y, z de afstanden tot de zijden zijn van het 
middelpunt van een omgeschreven cirkel, dan bestaat de 
betrekking : 

R? — (2? + y* 2%) R— 2ayz == 0. 
Substitueert men 
dl 2 2 
ee mre) 
in COS A = — cos (B + CU) 
dan komt men tot de gevraagde vergelijking, die slechts 
één bestaanbaren, positieven wortel heeft. 
Grassau. Zeitschr. f. Math. und Naturw. Unt. 
ETI TSS: 


GONNA 


2) Als p, q, r de deellijnen der hoeken van A ABC zijn, 
dan heeft men 


À B 
COS 5 "CON 


COS —- 
AE 2 led 1 t 
A CCNL 
Tae Arn 
Daar 4be sin A=} cp sin + bp sin > is 
COSsen ele et. 
mee 20 


waaruit de betrekking volgt. 
Voor de buitendeellijnen p,, q,, #, vindt men op over- 
eenkomstige wijze 
sin $ A RO 
Pi Yi N. 
AlSnde bores. 
0. Mauen. Journ. de Math. El, XXXVII. 1913. 


0 
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Necrologie, 


, 


JOHN STURGEON MACKAY (1843—1914) overleed op 25 Maart 
jl. Zijn Muclides uitgave is een in Engeland veel gebruikt 
leerboek, dat ook aan zijne talrijke historische opmerkingen 
groote waarde ontleent. Trouwens de geschiedenis der 
wiskunde vond in hem een vlijtig beoefenaar. Hij heeft 
b.v. aangetoond, dat de z.g. lijn van Simson juister naar 
Wallace genoemd moest worden — zie Proc. Edinb. Math. 
Soc. X. 1892. 

Ook leverde hij bijdragen voor de nieuwere meetkunde 
des driehoeks, waar een groep cirkels, verbonden aan den 
tweeden driehoek van Brocard, zijn naam draagt. 

„Few men in Scotland have had a stronger influence on 
the development of mathematics in the secondary schools”, 
verklaart de Mathematical Gazette. 


Correspondentie, 


De constructie van den heer HAGGE, bladz. 151, komt neer 

op het bepalen van 
ZHEN VB V18— 1D 

wat inderdaad z tot in zes decimalen geeft. 

Maar hoe is de heer H. juist gekomen aan wortel 7, 3, 18, 5 ? 

Noch de formule boogsinw=# ta? + 4x? J-... bijv. 
voor a dus @=}, noch de omtrek van den cirkel als 
WB-hoek beschouwd, voeren daartoe. Toeval kan zulk een 
prachtige overeenstemming toch niet zijn ? 

Zou de heer H. niet willen mededeelen, hoe hij aan zijn 
constructie gekomen is ? 

Utrecht. Dr. MOUNIER. 
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Benaderingsuitdrukkingen voor den cirkelomtrek 


DOOR 
Dr. F. SCHUH (Groningen). 


(Vervolg van bladz. 20, 1len jg.) 


S 5. Kettingbreukontwikkeling eener rationale 
benaderingsuitdrukking. 


18. Graad der benaderingsuitdrukking. Een rationale 
benaderingsuitdrukking is in den vorm 
F(p‚ pp) 
N(p an P » 
te brengen, waarin 7' en N onderling ondeelbare, homogene, 
geheele rationale, niet door p‚,„— p,, deelbare) functies van 


(53) 


2 
P‚„ en p, zijn. De graad van den teller is één grooter dan 
die van den noemer, 

Onder den graad g der benaderingsuitdrukking verstaan we 
den graad van den teller als de benaderingsuitdrukking in den 
vorm (53) gebracht is, dus den graad van T (Dj DP): De 
noemer _…N ( DP,» Dy) is dan van den graad g—l. 

Terwijl de orde der benaderingsuitdrukking over haar 
nauwkeurigheid beslist, zoo beslist de graad over haar bewer- 
kelijkheid, dus over den omvang der bewerkingen, die men 
moet verrichten om het eindresultaat te verkrijgen. 


19. Ontwikkeling in een kettingbreuk. Daar we de be- 
naderingsuitdrukking bij voorkeur voor groote waarden 
van „ gebruiken, waarbij Oren, klein is, vervangen we 


Pp, door p,,— (W,,—P), waardoor 7 en N in homogene, 
geheele rationale, niet door p,,— p,, deelbare functies van 
EA Dread JS (resp. van den graad gen g — 1) overgaan. 

1) Daar T en N onderling ondeelbaar zijn, kunnen ze niet beide 
den factor HP bevatten. Bevatte nu 7 of N den factor 
A a AE dan werd voor 2 —= @ de benaderingsuitdrukking 0 of « , 


hetgeen niet het geval is, 
Wiskundig Tijdschrift, 11e Jaargang. 6 
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We voeren nu de deeling 7': N uit, 7 en N als functies 


van p,, opvattend en naar afdalende machten van p, 


rangschikkend. Deze deeling kan men voortzetten tot de 
graad van de rest in p,, kleiner geworden is dan de graad 
dus hoogstens en in het algemeen gelijk 


van N in p 


aan g—?2. Daar de rest in P‚„ en P‚„—P, te zamen van 


den graad g is, is die rest door een macht van Din 
deelbaar, waarvan de exponent minstens en in het algemeen 


gelijk is aan 2. Voor die rest kan dus geschreven worden 


Oep bkRnd. H,, waarin R, niet doorp,, —p, deelbaar 


is en «, minstens en in het algemeen gelijk is aan 1. Als 
resultaat der deeling krijgen we dus: 


| L 
T=QN (pi, =D) TER, 
waarin het quotiënt Q,‚ van den graad 1 is, terwijl de graad 


van A, gelijk is aan g—1l—a«;. Voor ds vindt men dus: 


N 
jd 
WA == 0) fe Hej 
NRR JV 
R, 


Vervolgens voeren we de deeling N:R, uit, eveneens 
naar p,, deelend en naar de afdalende machten van p,, 


rangschikkend. De deeling wordt voortgezet tot de graad 
van de rest in p,, kleiner geworden is dan de graad van 


Le, in p,,„, dus hoogstens en in het algemeen gelijk aan 
9—2—a,. Daar de rest in p,, en p‚,„—p, te zamen 


van den graad g—l is, is die rest door een macht van 
Penne, deelbaar, waarvan de exponent minstens en in 


het algemeen gelijk is aan 1 +a,. Men krijgt dus: 
N=QR, + RD ret do Es, 


ek Gn 
R bn R, ’ 
dis | 


waarin het quotiënt Q, van den graad «, is, R, niet door 


: 
Á 
4 
; r 
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PnP) deelbaar en van den graad g—1—a,—a;, ter- 


wijl «, hoogstens en in het algemeen gelijk aan 1 is. 


Zoo doorgaande krijgt men het volgende stelsel ver- 
gelijkingen : 
1 
P=QNH (pin =D) ER, ER 


N=QiRit (pp) TR, 
B, =QoBrt (Pp, R, 


etn (54) 
R Ent Q R Tir T lii 

LA 2 3 bn i—2’ 

RE 

li: Fi ROE be, ID mi RE ) 
B, rh EA 

Hierin zijn de quotiënten Q,,Q,, Qs, -……., Q‚resp. van 
den graad 1, «,, a, ..…., «,, waarin a, ag,...., «. min- 


en in het algemeen gelijk aan 1 zijn. Verder zijn R,, L,, 


Ro, +, B; niet door p,,_—p, deelbaar en resp. van 
den graad gerbese, ) 1 Bme ramt emd ) gla az A4 ) 
And eel ereleden DENN INE ERD De Ee 
hi, niet door P‚„— Pp, deelbaar zijn, zijn ook Q,, Qs, 
Qs, «---, QV, miet door p,,— p, deelbaar. 


De graden van &,, R,, R,, enz. worden steeds kleiner, 
zoodat die graad eindelijk 0 geworden is, hetgeen onder- 
steld is het geval te zijn voor A, _. Ten gevolge daarvan 


gaat de deeling K, ,: _, op, en breekt de reeks der 


2 (2 
deelingen af. De deeling kan niet eerder opgaan, daar 
anders 7' en N een niet-constanten grootsten gemeenen 
deeler zouden hebben; de vergelijkingen (54) vormen nl. 
den algorithmus ter bepaling van dien grootsten gemeenen 


deeler. Daar echter de graad van &, _, ook gelijk is aan 


gla az, heeft men: 
gla Ag Ta ==), 
dus: 


Oee ee OO) 


s4 


Uit de vergelijkingen (54) volgt voor de benaderings 
uitdrukking de volgende afbrekende kettingbreukontwikkeling : 


7 la, 
HDD. \p id 
N(p P‚) di (pp) 2e 
lepe 5 — 
Por AS (56) 
k t—2 Ll 
TOEN 
}: A JA. 
(De DO 
Or 


/ 

Deze kettingbreuk is door de functies @,, Q,,.…., Q‚geheel 
bepaald, daar de exponenten der in de kettingbreuk voor- 
komende machten van p,,„— p, onmiddellijk uit de graden 
dier functies zijn af te leiden. We zullen daarom de ketting- 
breuk (56) kortweg schrijven als 

LO, O2, ed Os 

De functies ©, Qs, -……., Q@; zullen we de wijzerfuncties der 
benaderingsuitdrukking noemen. Verder noemen wei, di. het 
aantal wijzerfuncties, den rang der benaderingsuitdrukking. 

We vinden dus: 

Een rationale benaderingsuttdrukking is steeds, en op slechts 
ééne wijze, in den kettingbreukvorm (56), of af kortend geschreven 
IQ, Wa, -e-, Vol, te brengen. Hierin zijn de wijzerfuncties 
QV, Qs, Q5,.-.., QC, homogene, geheele rationale, niet. door 
Pr Py deelbare functies van p_, en p‚ resp. van den graad 
1, as, Ag, ore, As de getallen «,, «3, …….-, «zijn minstens 
en in het algemeen gelijk aan 1. De rang der benaderingsuit- 
drukking is het aantal ì der wijzerfuncties. De graad g der 
benaderingsuitdrukking is bepaald door (55), dus gelijk aan de 
som van de graden der wijzerfuncties, en dus minstens en in 
het algemeen gelijk aan den rang. 


S 20. Normale benaderingsuitdrukkingen. Verkeert een 
benaderingsuitdrukking in het algemeene geval, dat «,, 
A3, ve--, 4, alle 1, en dus alle wijzerfuncties lineair zijn, 


dan zullen we de benaderingsuitdrukking normaal noemen, 


k 
| 

È 
A 
P 
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In dat geval, en in dat geval alleen, is haar graad gelijk aan 
haar rang. Men heeft dus: As 

Hen normale benaderingsuitdrukking van den graad g is in 
den kettingbreukvorm 


Wo dn 
Ae AE 
Ten Se 
HD 7D) 
7 in La) 
gerst L 
van den rang g te brengen, waarin L,, Ls, en ad L, homo- 


gene, lineaire, niet door p‚„—p,, deelbare functies van Peren PD, 


zijn, dus van den vorm 
Benen On 0. Dil | 
Ls on B; en A Cs (Dr 0, » | HON AS (58) 

I= Bean t Cj van Pi) 

waarin Bs, .…, B alle van nul verschillen. 

In L, moet de coëfficiënt van Pp, gelijk aan 1 zijn, daar 
(51) bij de limiet (voor n=) 2m moet opleveren, ter wijl 
(51), als de genoemde coëfficiënt B, is, voor n= in 2zb, 
overgaat. 

De kettingbreukvorm (51) is bij uitstek geschikt voor de 
numerieke berekening der benaderingsuitdrukking. Daar 


de coëfficiënten van (58) meestal rationaal zijn, zijn nl. de 
mitdrakkinsen Lose, L, door optellingen en aftrek- 


kingen, benevens vermenigvuldigingen met rationale ge- 
tallen (waarvan teller en noemer in den regel uit weinig 
cijfers bestaan), te vinden. Het hoofdwerk, aan de becijfering 
der benaderingsuitdrukking verbonden, bestaat dus in de 


berekening van w‚„,—P)*, en het uitvoeren van g— 1 


Pina kn 


by 


1) Is g==l, dan behoeft men dek niet berekend te worden. 


deelingen, te beginnen met 
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In het volgende zal echter blijken, dat de kettingbreuk- 
vorm nog vele andere voordeelen biedt. 


S 6. Verschil van twee rationale benaderingsuitdrukkingen. 


pis 
21. Definitie der orde vanf’ (x) — f(x). Zijn Din (5) 


DP ’ 
en pf (5) twee rationale benaderingsuitdrukkingen, 
P‚n 


dan is, daar zoowel f(1)=1 als f’(1) =l1 is, f’(@) — f(«) 
nul voor gl en dus deelbaar door 1—. Den exponent 
van de hoogste macht van 1 — ax, waardoor f'(x) — f («) deel- 
baar is, zullen we de orde van f'(x) — f(x) noemen. Dit is 


tevens de exponent van de hoogste macht van p,,—p,, 


d (Ee (ze deelbaar i 
waardoor pf Er at Dr ge) eelbaar is. 


22. Bedrag der orde van f'(x) — f(x). De in $ 5 bespro- 
ken kettingbreukontwikkeling is in het bijzonder geschikt 
om de orde van f’(@) —f(«) te bepalen. Zij 


Qi, Qs, ……, QA MOER (59) 


s DP 
de kettingbreukontwikkeling van pf (ee) ‚ waarbij de 
2Nn 
wijzerfuncties Q,, Q,, .…, Q, resp. van den graad «,, «a, 


…… % zijn; hierin is «, =l. 


Zij verder 
PO irl soer N 
He, P 
de kettingbreukontwikkeling van Pp f’ ( En waarbij Q’,, 
| 21 
Vo, voe, Wy resp. van den graad o/,, 4’, …., x’, zijn, 
terwijl weer a’, —=l/is en dus and. 
Onderstel nu verder, dat &,, Ys, .…., @&. resp. identiek 
EUN NCN SINE ELI, Q, maar dat Vi niet identiek 15 


met G, j’ hetgeen ook daarin kan bestaan, dat Q; +1 of 
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Q; fa niet aanwezig is, dus (59) of (60) bij Q, af breekt (dus 


i=j of! =j is). Het geval, dat reeds Q’, niet identiek is 
met Q,, ligt in de onderstelling opgesloten als het geval 
j=0. We sluiten dit geval echter voorloopig uit, hetgeen 
geen bezwaar oplevert, daar we gemakkelijk achteraf kun- 
nen nagaan of de verkregen resultaten ook nog voorj=—=0 , 
geldig zijn. 

We schrijven nu (59) in den vorm 


IQ, QR je Cl. en LEN EA (61) 
waarin Q. een afkorting is voor 8, Vit: ‚eeen, Q,{; de 
uitdrukking (61) wordt gevormd BOE in de Keren epvenk 
EE GN a Q; de functie Q; door Q, te vervangen ; 


is i=j,' dan is Q, niets anders dan Q- 


Evenzoo schrijven we (60) in den vorm: 


[Qs Qar orrs Qi Vil. 62) 
waarin 2e Sen afkorting is voor Qs, in Re, QV. 
Daar Gie, en 0; door p,,—p,, deelbaar zijn 


(waaronder ook hd en 0 te td is), is Q/. —Q, 
eveneens deelbaar door p,,„—p,. Js 8 de evponent van de 


hoogste macht van p_,— p‚ waardoor qe, deelbaar is, 
en Q het quotiënt, dan heeft men: 

Vione) A. 6) 

Stelt men p, =p, en deelt men daarna door de daar- 


door optredende factoren p,, (waardoor Pp, Steeds geheel . 


verdwijnt ten gevolge van de homogeniteit der oorspron- 
kelijke uitdrukkingen), dan zal dit door vierkante haakjes 
en een aanwijzer @ worden aangeduid. Stelt men vervolgens 
x—l (hetgeen dus ten slotte daarop neerkomt, dat p, en 


P‚„ beide door 1 worden vervangen), dan zal dit worden 


aangegeven door den aanwijzer «@ door 1 te vervangen. 
Zoodoende kan voor de laatste vergelijking geschreven 
worden : 
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[Y; —Ql,= AP QI, 


waaruit volgt: 


[Q'-—Q1, 
lim —? Á Zi. CN (64) 
z=l (l— ) 
Nu is: 
Us 
dt pop) Te 
Kenan Qs, Q. ie OD 
| j 
« he lS 
jd (ps =D, TN 
Qs Bl 7 
waaruit volgt: 
QQ, 
ul Tj Gr SER 
Qs Will Gj, =D) Le 7 J 


Hieruit volgt in verband met Sa bedenkend dat 
LQ; u =[Q) —[Q is: 


: Q, 
Ee En =- [ge] © 
Gerin ) jrtj td -[& N: 1 
Verder is: 
Ke LN 
eee el. EE 
J2? eed ’ df hmant AA A 
| Q ] Q;) 


met een overeenkomstige uitdrukking voor (Qs Q, 

Qi, waaruit volgt: 

Qi, bj? Qs Ean (Q_s ARE QS 
(Orsi QQ QU 


hedde Ere. Ì 
Os GD 


jr 
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Hieruit volgt in verband met (65), bedenkend dat 


Ure Bi, UIA Tj, =O 
ren lj jj A , Kil =| Q se 
hj: Eef jn Wij 


Zoo voortgaande vindt men : 


ORS AEFIERAND Qs …Q/ iS arne 5 QQ 


lim AA LET OE EE 
v—=l ren Re bt en tast 
=(- 1! [ 8 Ì 
Q? A Gi vonalkel te Q; 2 
Daar [{Q:, Q2,-………, HED Qsil, niets anders is dan f(x) 


ne ALARA EE Q_: f Qi, niets anders dan f’(«)en 
a, =l is, heeft men: 

Het verschil f'(x) — f(x) is van de orde 1 + 2a, Ha; H 

re den JL 2 +2, terwijl 


ZN olen) (de 
a=—=l 14-24, H2a,J-, Ee: —J-2a ik 2 
end, 
ads bn 
oet oe): ‚ (66) 


hierin volgt de beteekenis van het getal B en de PE Q uit 
de verg. (63). 


23. Nadere bepaling van 2 en [Q],. Aangaande het getal 
£ kunnen zich drie gevallen voordoen : 


Eerste geval: Ken der functies ©, dee v; Ee ontbreekt, 
b.v. Sa) ontbreekt 1), Dan is: 
90; 
4 
en: | 


1) Het geval, dat Or, en Gn beide ontbreken, is natuur- 
lijk uitgesloten, daar anders de beide benaderingsuitdrukkingen, 
geheel zouden overeenstemmen. 


ne (pepe. 
LeV JOO ON 
dus: 
ata. â 
el (bip en 
4, JI Vije „Qt 


Door eenen met (64) volgt hieruit: 
Des Aj a vee ’ 


1 
[QL = NSL 
hant en 
Tweede geval: Beide functies Q, „00 Q; te zijn aan- 
ee j maar van verschillenden graad « re os ure b.v 
Nr Men heeft dan: 


Ra Er aja’. 
7 pi: J Jort 


1 (p Pe bars Eh | 


ee OTR eu EE 
Ben Qs! DAE KE 
dus : 

lim ke Od Ì 


eland in Wjl, 


Door vergelijking met (64) volgt hieruit, evenals in het 
vorige geval: 


Baha, 


ee N 
OD 


ge 


ld zijn aanwezig 


en van denzelfden graad a. Aa De Hp ze Re is deelbaar 


Derde geval: Beide functies Q. it, EN Q'. 


door Ds — nn maar door geen hoogere macht van VEP DEK 
waarin y ==0 is als Qi, a —Q. a niet door jier deel- 
baar is. Noemt men het guten U, dan is: 


ENE, maen =(p‚„ =D) U. Sloet kee (67) 


Verder is dan: 


Re. Od 
Pk nd ne RAD 


Man ) GE RN end je JCR, ie | (68) 
TOE le, ’ nl Md il 
De teller van de breuk in het tweede lid is: 
nne 
Oor, WY, OD OAT 
Jer PB vern 
4, Ja’. 5 
(dr 
î (69) 


CAE ACI 
waarbij de derde en de vierde term ontbreken kunnen 
(ook gelijktijdig), nl. de derde term voor =j +1, de vierde 
term voor =j +1: Daar nu Q, hj gb Ae hoogstens deel- 


A. 
baar is door (p,,— p‚) ” Ft en de derde en de vierde term 


van (69) (als ze voorkomen) door een hoogere macht van 
P‚n —P, deelbaar zijn, zal de hoogste macht van p, —p, , 


waardoor (69) deelbaar is, tevens zijn de hoogste macht van 
P‚n Pp Waardoor Af dan A LEE deelbaar is, dus, in ver- 
band met (67), (p,, — p‚)’ Uit (68) volgt dan verder, in 
verband met (67): 

IE 


Ye), EN 
zer ineke GA ’ Qi, fi 


lim 
tl 


(1) 
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waaruit door vergelijking met (64) volgt: 


2= TA oh 


Lg, fte En |, 

In het eerste en in het tweede geval komt men tot 
dezelfde resultaten omtrent 2 en [Q],‚. Men kan deze beide 
gevallen dan ook. tot één geval vereenigen door, als 
IQ, Q2, ……--, Q‚| bij Q, afbreekt en dus Pir, niet aan- 
wezig is (d.i, dus in het eerste geval), atd als + oo te 
beschouwen !), waardoor en 4 at wordt, evenals in 
het tweede geval. Met deze vaststelling is dus in beide 
gevallen 2 gelijk aan het kleinste der getallen cen en 
en ee OEE l | 

24. Resumeering der resultaten. Door de in No. 23 ge- 
vonden waarden voor £ en [Q], in verg. (66) te substitu- 
eeren vindt men resumeerend: 

1) Inderdaad doet En + oo de kettingbreuk fQ,, Qs, 

…, Q,| bij Q, afbreken. Immers men heeft: | | 


Qs Vas - … Q\ =iQ;, Way 00; Re ‚Qb, 
waarin : ij 
Pon Pe) Ak he Pen p)’ Re 
f Q. 
A ee pp ji jh 
Lon En 
Wir, Bers ) 5 ) Q! 
ie AN 
% (lx)? Jt 
=d 


Or 
a 


A eb 
Daar z=— {1 is, is (l—w) =—= 0 voora., == + ow, Z00- 
GE JF 1 
dat bovenstaande vergelijking overgaat in Q.= Q., waaruit volgt : 


LQ, Ons one, Gl Os Oan veen Vk 
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AT re Q;\ de kettingbreukontwikkeling eener rationale 


D 
benaderingsuitdrukking 0e É ns) ‚ waarbij de wijzerfuncties 
2n 
Qi, Ue, U; resp. van den graad 1, «,,.…, a, zijn, en 


LU, jl de kettingbreukontwikkeling eener andere ratio- 


Pp 
„nale benaderingsuitdrukking p_, f' (ee) aarbij Ore 


Pe Ae resp. van den graad 1, a’, gh …, 4’, zijn. Onderstel 
Berden dat Qs rn, , resp. identiek zijn met Q,, .…., Q, 
maar dat Q’. niet identiek is met Q. 2 hetgeen ook daarin 
kan bestaan, dat een der beide kettingbreukontwikkelingen bij 


‚ Q. afbreekt, en dus v of U gelijk is aan j. Dan isde orde van 
f'(e)— fl), d.d. de exponent van de hoogste macht van 1—x, 


waardoor f'(x) — f(a) deelbaar is, gelijk aan 
1 4 2a; J- 223 ee, - ami 
terwijl het quotiënt der deeling door die hoogste macht van 
1 —x voor @=l overgaat in 
Els Î er dl ) 
| 57 520 1 
waarbij.de index 1 bij den vorm tusschen vierkante haakjes aanwijst, 


dat zoowel Pp, els D,, door 1 moet worden vervangen ; hierin 


is B de exponent van de hoogste macht van P‚n TP,» waar- 
door | , Ven, Ered, | ej U, Oi, ke] | deelbaar 
bs, terwijl Q het quotiënt dier deeling door (Varen po voorstelt |). 

Zijn di en oe lt ongelijk °), dan is B gelijk aan het kleinste 


') In het voorgaande moet j>O ondersteld worden, daar 
14 2a, +2ag dt... 2e. + a, geen zin heeft voor j = 0, 


) 

. / (ss, 
evenmin als LQ, Sika Perk Q,; en per, b jeg QV. 
Voor j=1 gaat 1 2x, 2azd..… + EN el 4 in- 40, ‘én 
AAS qe inl over. 

2) Dit sluit, daar a, en a/, beide 1, dus gelijk zijn, van zelf 
het geval j=0 uit, 


ee, 2 p on 
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der getallen Ann ce en OER ree dus de orde van 


Hi 


f!(e) — f(a) gelijk aan het kleinste der getallen 

1 + 2a, 4 2a, +... Ie JL da, + EE 
en 1 + 2a, me de A ZT ì 
terwijl, als bv. od 4 Ad Q|, gelijk is aan carol N 
zoodat het quotiënt der deeling van f'(«)— f(w) door de hoogst 
mogelijke macht van 1 —x voor w=l gelijk wordt aan 


NT orana 


waarbij weer de inden 1 dezelfde beteekenis heeft als Ren 


Breekt |Q, Qas Qh of VA, Yos oer CA DIQ; af 

dan moet a, PSP: ei Jr 8 Jo worden aangemerkt, | 
Is Eee EN dan ds Brda sh Jy, dus de orde 

van f'(x) —f (@) gelijk aan 

ea 0 

waarin y de exponent van de De Bed van PD, AR 
| e /s, en . 

aken 14 EN Q, dh, deelbaar is, en dus O als q, BERT 

Q. Jen niet door p,‚,„— p,, deelbaar is en hoogstens Wda. Verder 


) 
is [Q], =— ao) ‚ waarin U het quotiënt der 
haa etn a | | | 
deeling van Q' as, e, es door Pp, — 1 is, zoodat de 


waarde, die het quotiënt der deeling van f'(a)— f(a) door de 


hoogst haer macht van 1 — & aanneemt voor a =l, gelijk * 
is aan 


1) Dit is ook nog juist voor j== 0, dus als reeds Q/, niet 
identiek is met pn Voor j==0 gaat nl. deze uitdrukking, die 


te schrijven is als 5 App) + y, in y over, hetgeen voor 
ki 


dit geval inderdaad de orde van f’(@) — f(@) is. Opgemerkt zij, 
dat, blijkens //(l)=f(l)=1, nu y=l is, 
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nt erer err zrnd 


25. Gevolgtrekking. Uit het in No. 24 geformuleerde 
resultaat volgt onmiddellijk : 


p 
lege f de) A ee REP Q‚\ een gegeven rationale 
2 


Vijn 
benaderingsuitdrukking, en On fik En) een andere rationale 
2n 

benaderingsuitdrukking, die in de eerste j wijzerfuncties met de 
eerste overeenstemt, maar daarvan in de j + 1ste wijzerfunctie 
verschilt (hetgeen ook daarin kan bestaan, dat die j + 1ste 
wijzerfunctie bij de eene uitdrukking aanwezig is en bij de 
andere ontbreekt), dan is f'(a)— f(a) minstens van de orde . 
2(1 Has Hag t.... Ha.) (welke orde, mits j > O zij, ook kan 
worden aangenomen) ®) en hoogstens van de orde 2 (1+-a,Jasd- 

a re )—1 (mits j < 1). Voor j < d wordt de 
Ebo Ep van f'(w)—f(@) dan en alleen dan bereikt als 


V) Door een kleine omvorming kan men bereiken, dat ook dit 
resultaat geldig blijft voor /=0. Is nl. 7) 0, dan zijn Q, en Q ,’ 
identiek, zoodat men dan voor de uitdrukking kan schrijven : 


, 
pT. 
0e, Ae WEN RIEN 
Voor j=0 gaat dit over in [U], , hetgeen inderdaad de waarde 
is, die in dat geval het quotiënt der deeling van f'(x) — f(x) 
door de hoogst mogelijke macht van 1—e& (in casu de eerste 
macht) aanneemt voor #—=1. 


2) Aangaande het voorkomen van de minimale waarde 
nent dant ere hne) der orde van f’(@) — f(x) als j > O0 
is heeft men twee gevallen te onderscheiden, Is «. oe > 1, dan 
wordt die minimale waarde dan en alleen dan bereikt als 


id in Ce == 1, dan wordt die minimale waarde 
Ji +1 


bereikt als a’. ‚2 Lis, maar ook als a’. ‚=l is, mits dan 
Q/ et ied, niet door p_, —p, deelbaar zij. Is /—=0, dan 
kan de orde van f'(x) — fx) de waarde 2 (14 a, + ast... a), 


„die nu O is, niet aannemen, daar /’(x)— f(x) nul wordt voor 
z=—=l; de orde van f’(w)—f(w) is in dit geval gelijk aan 1, 
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e, EL) aanwezig is (dus U yj) en van denzelfden graad ne 


A. 
als Cn, en bovendien ZE mak: door (40 mr, os | 
deelbaar is. Is j—=i, dan kan de orde van f'(x) — f(x) iedere 
waarde aannemen, die gelijk aan of grooter dan 2 (la, tast 
Br 
Ona heeft men: 
Is f'(@)— f(x) van een orde, die grooter is dan 2 (1 Hast 


Hage ta) en kleiner dan AAH dagt. A EES ji ) 


dan stemt p han En in de eerste j wüjzerfuncties met 
2n 


p 
De Aan )-overeen, maar wijkt daarvan in de j 41ste wijzer functie 
2n 


af ®). Voor j==i moet hierbij or als + worden opgevat. 
Weet men alleen, dat de orde van f'(x) — f(a) grooter dan 
2(1 Ha, Has d-..…. + a is, dan kan men alleen tot de 
overeenstemming der eerste j wijzerfuncties besluiten. 


S 7. Verband tusschen de orden van twee benaderings= 
uitdrukkingen en de orde van hun verschil. 


26. Orde van f/(x)—f(x'. We bewijzen de volgende stelling: 


Zijn f (ea en jl an twee benaderingsuitdruk- 
5 Pen Pon Ö. (ae) f 
kingen van de orden m en m’ (m/ > m), dan heeft f'(x) — f («) 


voor m/ > m een orde m en voor m’= m een orde, die minstens 
en in het algemeen gelijk is aan m. 


Pp 
Uit (48) volgt nl, als men S= stelt: 


2 


1) Beschouwt men (als steeds) oe als J- oo, dan kan ook, 


in het geval dn =d de orde van f'(@)—f(«) de waarde 
2(1 Ha, +43 H.H aj ‚)—l niet overtreffen, Terwijl echter 


die orde voor / {? de RE waarde kan aannemen, is dit niet 
mogelijk voor / ==. | 


2) Dit geldt ook nog in de uiterste gevallen /=—=0 en / =ú, 


zdsk 
A br, 


er f@) 
Bnei HO) 
stik 6Ì u 4 Ed 1 
Evenzoo is: } 
gh En 
Be (TE) 
pk ( TR pm 1 
Hierin is: 
G (wy wter de pel Gele ) 
A 4)” (l— 4) 


terwijl G(1) en G'(1) eindig en van nul verschillend zijn, 
Is nu mm’) m, dan volgt uit (71): 


2 

De —f'(@) 
B eel), 
z=l (1-0) 


Dit van (70) aftrekkend vindt men: 
nf@O-f@) EW 
Ear db 
Hieruit blijkt, dat f' (a) — f(a) van de mde orde is. 
Is m/=m, dan vindt men door (11) van (70) af te trekken : 
„f@O-f@_ GWI 
z=l (lx) En | 
Nu heeft dus HERALD een eindige limietwaarde, die 
(2) 
echter nul zijn kan, nl. voor G’(1) = G(1); in dat geval 
is f’(«) — f(x) van hoogere dan de mde orde. 
“Daar in het geval, dat m/=m en G’(1)=G(I) is, de 
| fouten der beide benaderingsuitdrukkingen volgens (49) 
een limietverhouding 1 hebben, en in dat geval alleen, kan 
f men de stelling scherper aldus formuleeren : 


Pp p 
Zijn pf te) enpf! ) twee benaderingsuitdruk: 
2n En 2 


kingen van de orden m en m/ (m/’ 2m), terwijl de limietver- 
É 


houding hunner fouten niet gelijk is aan 1, dan is f'(x) — f ee 
Wiskundig, Tijdschrift, 11e Jaargang. 


le) 


van de mde orde. Is die limietverhouding gelijk aan 1, m.a.w. 
is m=m en G'(D)=G(1), dan is de orde van f'(x) —f (4) 
grooter dan m. j 


27, Omkeering der vorige stelling. Men kan de stelling 
van No. 26 aldus omkeeren : 


p | 
LED sn ) een benaderingsuitdrukking van de mde orde, 


2 


en is f'(a) —f (ax) van de tde orde, dan ds Dune a 
2 

voor t > m een benaderingsuitdrukking van de mde orde, terwijl 
de Lee der fouten van beide vend 
kingen 1 és; 

voor t <m een benaderingsuitdrukking van de pde orde ; 

en voor t—=m een benaderingsuitdrukking, die hints en in 
het algemeen van de mie orde is, terwijl in elk geval de limiet- 
verhouding der fouten van 1 verschilt. 


Immers, is pf” be een benaderingsuitdrukking van 
2n 

de orde m’, dan is, volgens de stelling van No. 26, de orde 
t van f’(&)—f(«) gelijk aan het kleinste der getallen m 
en m’, zoo die ongelijk zijn, en‚ zoo m =m/’ is, gelijk aan 
of grooter dan mal naar gelang de limietverhouding der 
fouten van beide benaderingsuitdrukkingen niet of wel 1 is. 
Hieruit volgt, dat tf ) m zich alleen voordoet als m’ == m en 
de genoemde limietverhouding 1 is, dat uit #{m volgt 
m'=t, en dat t—=m alleen mogelijk is voor m/= m en 
m!) m, mits in het eerste geval de limietverhouding der 
fouten niet 1 zij. 


S 8. Vervangbare en onvervangbare wijzerfuncties eener 
rationale benaderingsuitdrukking. 


28. Uitdrukking voor de orde der benaderingsuitdrukking. 
We beschouwen de rationale benaderingsuitdrukking 


vanf (p5-) = [ir Ooie ERS 


OE 


waarvan Ll, «>, ...., a, de graden der wijzerfuncties zijn, 
terwijl haar orde m is. We vormen nu de reeks getallen 
D(L Has Hage.) voor waarden van sloopend van 


0 tot 4, dus de reeks 
0,2, 2(l das), 2(l Has Hes), 
OA daa dag daj deshilded d D 


Het kleinste dezer getallen is 0, en dus niet grooter dan m 
(daar m minstens 1 is). Er kunnen onder deze getallen echter 
meerdere zijn, die niet grooter zijn dan m, en ook kan dit 
voor alle getallen (73) gelden. Zij nu 2(1 + a, + ast, an) 
het grootste der getallen (13), dat niet grooter dan m is, zoodat 
men heeft : 


2ltagtagt ta) Cm Allpastagt.. ana ende 
Door, evenals in de vorige $, «, Ie als +oote beschouwen, 
kan men dit ook volhouden als j =4 is. We vinden dus: 
Men kan steeds de orde der benaderingsuitdrukking (72) 
gelijk aan 
mla, tate (15) 
onderstellen, waarin ; 


Aaen, EER le nee (40) 


Hierin kan j=0 zijn, als nl. het tweede der getallen (73), 
dus 2, reeds grooter dan m is. Daar m minstens 1 is, 
doet zich het geval j=0 alleen voor als m=l is. In verg. 
(15) is dan 2(l Ha, Jas +... + & ) =0 (dus 1+2a, 4243 J- 
tse ej el) Oe 


Het andere uiterste is ji. Dit geval doet zich voor als 
2 Has Hast... ta) niet grooter dan m is, dus, vol- 
gens (55), als m minstens gelijk is aan 2g, waarin g den graad 
van (12) voorstelt. In dat geval blijft van (76) alleen over 
0 Ce, daar dan aan Car, ‚ wegens a, = +0, van zelf 
voldaan is. 


29. Onvervangbare wijzerfuncties. We willen nu de 
benaderingsuitdrukking (72) vergelijken met andere ratio- 
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nale benaderingsuitdrukkingen van dezelfde of hoogere 


orde. Zij Hi 
pt (p-) Sl nn Yr 


zulk een andere benaderingsuitdrukking, waarvan de orde 
m') m is. Volgens de resultaten van $ 7, No. 26 is dan 


L'()—f(@) minstens van de mie orde. Hieruit volgt in 
verband met (74) en het in 8 6, No. 25 gevondene: 
Jel OA Q| de kettingbreukontwikkeling eener ratt- 


onale benaderingsuitdrukking, waarvan 1, as, a3,-……., «, de 


graden der wijzerfuncties zijn, en waarvan de orde gelijk aan 
1 JZ de 2ag de. 2e, Je is, waarin Oe dar, GE 


als +oo beschouwend), za stemt de kettingbreukontwikkeling 
van iedere andere rationale benaderingsuidrukking van dezelfde 
of hoogere orde in de eerste j wijzerfuncties met \Q,, Q5,--…, Q,| 
overeen. 

Dit wil dus zeggen, dat men de eerste j wijzerfuncties niet 
wijzigen kan zonder daardoor de orde der benaderingsuitdrukking 
te verlagen. We zullen die wijzerfuncties daarom onvervang 
baar noemen 4). 


30. Eerste vervangbare wijzerfunctie. Men kan gemak- 
kelijk aantoonen, dat men de j+1ste wijzerfunctie van (11) 
van die van (72) kan laten afwijken (waaronder ook het 
geval te begrijpen is, dat (72) geen j-1ste wijzerfunctie heeft, 
maar men aan (71) een j+-1ste wijzerfunctie toekent) zonder 
dat (77) van lagere orde wordt dan (72). Daartoe beschouwen 
we de benaderingsuitdrukking 


(2r | Wils 
Der en = [OQ Oor, Hon D) Cs CB) 
eN 
als j <1 is, en de benaderingsuitdrukking 


bn (E) Ko (Qs, Qs, U Q, pis ’ 


1) Het aantal j dier onvervangbare wijzerfuncties kai nul zijn, 
nl voor ml. 
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als y= is Volgens $ 6, No. 24 is dan f'(x) — f(a) in het 
eerste geval van de orde 1 + 2a, + 2x3 —-.... + Za. BAL in 


het tweede geval van de orde 1} 2x, + 2ast.. 2e, JL €, 


dus volgens (75) en (76) in beide gevallen van een re 
die minstens geliĳjk is aan m. Uit het resultaat van $ 7, 


py 
No.27 volgt dan, dat p, ld , Ge) in beide gevallen van de 


Pon 


n 
27 


2 


DP, DP 
mde of hoogere orde is. Daar p ze ed Dd (5 
Pon 


in de j+1ste wijzerfunctie afwijken, vindt men dus: 
EO ‚ Q;l een benaderingsuitdrukking van de 


orde 1 + 2a,d- 2u. tr 2e, +8 waarin Oe 2a, fn dan 


kan men steeds een andere benaderstgnirdrdeting van dezelfde 
of hoogere orde vormen, die in de j + 1ste wijzerfunctie van 


|Q, Q,, veeg Q,| afwijkt. 


Hieruit blijkt, dat voor 4 >j de j + 1Iste wijzerfunctie van 
(12) de eigenschap mist, die blijkens de resultaten van 
No. 29 aan de eerste j wijzerfuncties eigen is en die we 
onvervangbaarheid genoemd hebben. We zullen daarom 
de j 41ste wijzerfunetie de eerste vervangbare wijzerfunctie 
noemen. 


31. ‘Willekeurig vervangbare wijzerfuncties. Is in (72) 
j <i, dus Q, ER aanwezig, dan willen we den invloed nagaan 


van een wijziging in de op Q, Ji volgende wijzerfuncties 


(eventueel van het aanbrengen van zulke wijzerfuncties 
als ze bij de oorspronkelijke benaderingsuitdrukking niet 
voorkomen, dus #=j +1 is). Daartoe beschouwen we de 
benaderingsuitdrukking 


HEE) ht 
Ond. PNT KAR EN. Ie °) VAR) 


die in de eerste j +1 wijzerfuncties met (72) overeenstemt, 
maar daarvan overigens op willekeurige wijze afwijkt. 
Volgens S 6, No. 25 is nu f’ («) — f(x) minstens van de orde 
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(1 daztagd..… make: ), dus volgens (74) van een orde 
grooter dan mm. Uit $ 7, No. 27 volgt dan verder, dat 


Pp 
dn Gn) een benaderingsuitdrukking ‘van de mde orde 
an 


is en dat de limietverhouding der fouten van beide bena- 
deringsuitdrukkingen 1 is. Dus: 


Is {Q,, Qs, -.., Q;l een benaderingsuitdrukking van de 
orde 1F2ag Hag td He (Oe (Da) DCH 


dan verandert de orde der benaderingsuitdrukking niet als men 
de wijzerfuncties volgende op de j + Ìste door andere vervangt 
of ze weglaat, eventueel ze aanbrengt als ze mochten ontbreken ; 
m.a.w. die wizerfuncties hebben op de orde geen invloed. 
Bovendien heeft de verhouding der fouten van de gewijzigde 
en de oorspronkelijke benaderingsuitdrukking een limietwaarde À. 

We zullen de wijzerfuncties, die op Q; Tijk volgen, wille- 


keurig vervangbare wijzerfuncties noemen. Een willekeurige 
wijziging in die functies aangebracht laat nl. niet alleen 
de orde der benaderingsuitdrukking, maar ook het limiet- 
verhoudingsgetal der fout (d.i, de limietverhouding der fout 
tot die van een bepaalde benaderingsuitdrukking van 
dezelfde orde) onveranderd; de willekeurig vervangbare 
wijzerfuncties hebben dus op de nauwkeurigheid der 
benaderingsuitdrukking zeer weinig invloed. 

De eerste vervangbare wijzerfunctie te zamen met de 
willekeurig vervangbare wijzerfuncties, dus alle wijzer- 
functies volgende op Qj, zullen we vervangbare wijzer- 


functies noemen. 
(Wordt vervolgd.) 
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Het raakprobleem van Apollonius als daarin gelezen 
wordt voor „raakt”: onder (een) willekeurig gegeven 
hoeken (hoek) snijdt 


DOOR 
L. E. A. T, TER HAAR (Utrecht). 
(Vervolg van bladz. 219, 1Oen Jaargang.) 


De overige gevallen nemen we samen als CCC. 

Laten we eenige verkorte uitdrukkingen bezigen teneinde 
omslachtige omschrijvingen te voorkomen. 

Noemen we de gegeven cirkels O,, O,, O;, dan zullen 
we voor de gevraagde krijgen: le. één cirkel, die alle 
uitwendig, één die alle inwendig snijdt en ten 2e. één 
die O, uitwendig, O, en O; inwendig en één die O, in- 
wendig, O, en O, uitwendig snijdt enz. en noemen we de 
cirkels van elk zulk een paar: geconjugeerd. We hebben 
dus 4 paren geconjugeerde. Beschouwen we verder de 
basis van een gelijkbeenigen driehoek als een gestrekten 
hoek, dan zijn ten opzichte daarvan de beenen antiparallel 
en zeggen we op dien grond, dat elke koorde antiparallele 
punten van een cirkel verbindt. 

Verder noemen we „de ortogonale cirkel” zonder verdere 
aanduiding alleen die, welke de gegeven cirkels onder 90° 
snijdt, en worden kortweg met hulpcirkels aangeduid de 
cirkels, concentrisch met de gegevene en rakende de 
koorde van den boog van een omtrekshoek gelijk aan den 
gegeven snijdingshoek; deze gaan dus bij raking in de 
gegeven cirkels over. 

We hebben dan de volgende stelling : 

A. De orthogonale cirkel snijdt de geliĳjkvormigheidsassen 
der hulpcirkels in de snijpunten der geconsugeerden onderling. 

Voorloopig de twijfelachtigheid der snijding van de uit- 
wendige gelijkvormigheidsas buiten beschouwing latende, 
hebben we door het trekken van dien orthogonalen cirkel 
dus dadelijk twee punten van iederen gevraagden cirkel, 
en is dan dit geval teruggebracht tot PPC. 
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We bewijzen daarvoor, 

ten le. Het machtpunt der gegeven cirkels is in ’t algemeen 
het inwendig gelijkvormigheidspunt van twee geconjugeerden. 

We hebben nl. gezien onder PPC, dat als de machten 
van een punt van de gevraagde cirkels ten opzichte van 
twee gegeven cirkels gelijk zijn, de snijrichtingslijnen 
samenvallen met de gemeenschappelijke raaklijnen der 
hulpceirkels. Waaruit volgt, dat de machtlijn die gemeen- 
schappelijke raaklijnen onder denzelfden hoek snijdt als 
ze zulks de gevraagde cirkels doet. 

Dus volgt daaruit, dat, daar de gemeenschappelijke raak- _ 
lijnen van 2 der 3 hulpeirkels slechts twee in grootte ver- 
schillende (scherpe) hoeken met de machtliĳjnen maken, 
ook de 16 raaklijnen aan de gevraagde cirkels in de snij- 
punten met de machtlijn slechts twee verschillende hoeken 
daarmede maken. 

Ook volgt daaruit, dat de macht- 
lijn door het inwendig gelijk vormig- 
heidspunt van geconjugeerde cir- 
kels gaat. 

Nemen we toch (fig. 9) twee 
willekeurige cirkels; trekken we 
de machtlijn PQ, en van uit eenig 
punt P daarvan de gelijke raak- 
lijnen PA, PB, PC en PD, dan gaat 
de lijn AC door het inwendig, en 

Fig. 9. AD door het uitwendig gelijkvor- 
migheidspunt. (Het bewijs daarvan ligt voor de hand.) 
Nu is A zoowel met C als met D antiparallel. Voor het 
inwendige nemen we dus de raaklijnen, die van uit P 
gezien bij beide cirkels aan dezelfde zijde van de mid- 
delpunten langs gaan. Nu zien we, dat de machtlijnen 
geheel overeenkomstig met AC de gevraagde cirkels snijdt, 
zij gaan dus door het inwendig gelijkvormigheidspunt. 

Daar dus de hoeken der gevraagde cirkels met de 
machtlijnen gegeven zijn, krijgen we onmiddellijk de mid- 
delpuntsassen in verband met het sub PPR gezegde door 
fig. 10 te construeeren: de machtlijnen der gegeven cirkels 
en de 4 raaklijnen, die als snijrichtingslijnen te combineeren. 
zijn. Richt men dan in de snijpunten dier machtlijnen met 
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de raaklijnen A, B, C en‚D loodlijnen op de laatste op van 
willekeurige doch gelijke lengte, en trekt men uit de uit- 
einden daarvan lijnen // de machtlijnen, dan verkrijgt 
men een parallelogram; de lijnen, die het machtpunt S 
met de hoekpunten verbindt, zijn dan de middelpunts- 
assen. 


Fig. 10. Fig. MA. 


ten 2e. De machtlijnen van geconyugeerde cirkels vallen 
„samen met de gelijkvormigheidsassen der hulpcirkels. 

Zij, daartoe in fig. 11 O, en O, twee der gegeven cirkels, 
0,’ en O0,’ de daarbij behoorende hulpeirkels, en O; de 
gevraagde, die de beide gegeven cirkels uitwendig snijdt, 
_O, diens geconjugeerde. Dan zijn de uitwendige raaklijnen 
der hulpeirkels de snijrichtingslijnen van de machtlijn NV 
der gegeven cirkels en de punten A en B. Vereenigen 
we het snijpunt P dier raaklijnen met A en B, dan snijden 
die lijnen die cirkels resp. in C en D. We hebben dan: 
PC Xx PA = PA? — AC X AP = PA? — macht A (tot cirkel O,) 

— PE? + BA? =(M,E?H EA?—R?) =PE?—M, E? = R?, 
waarin R de straal van cirkel O, is. 

Dat AC X PA == macht A is, volgt uit het behandelde 
sub PPC. Voor PD X PB vinden we hetzelfde, dus ligt P 
in de machtlijn der gevraagde cirkels, en daar P ook het 
uitwendig gelijkvormigheidspunt der hulpcirkels is, en we 
hetzelfde voor alle gelijkvormigheidspunten van één as 
kunnen aantoonen, is daarmede het gestelde bewezen. 

ten de. Het machtpunt van een der gegeven cirkels, b.v. Os, 
den orthogonalen en een willekeurig paar geconzugeerde, ligt in 
het snijpunt van één der gelijkvormigheidsassen der hulpcirkels 
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met de poollijn van het machtpunt S der gegeven cirkels ten 
opzichte van den cirkel Os. 

In fig. 11 zijn H en K zoowel als F en G antiparallele 
punten van de gevraagde cirkels, dus snijden de lijnen HK 
en FG elkander in S, het machtpunt der gegeven cirkels, 
en daar, wanneer twee overstaande zijden van koorden- 
vierhoeken door een vast punt S gaan, de meetkundige 
plaats van de snijpunten der andere overstaande zijden 
de poollijn van S ten opzichte van den cirkel is, en KG 
en FH elkander in de machtlijn van O, en O, snijden, ligt 
dit snijpunt altijd in het snijpunt van de poollijn van S en 
de machtlijn van cirkel O, en O,, d.i. een der gelijk- 
vormigheidsassen der hulpcirkels. 

Hernemen we thans de fig. 5 
van PPC (fig. 12). Trekken we 
daarin de lijn KQ, d.i. de ge- 
meenschappelijke koorde ver- 
lengd, dan is Q, het machtpunt 
van de gevraagde cirkels en den 

\ __gegevene. Stellen we nu, dat 
€ niet A en B, doch de middel- 
ED. punten der gevraagde cirkels 

gegeven waren, damn zouden we 

A en B vinden door uit Q een willekeurige snijlijn te trek- 
ken en den cirkel te beschrijven die door de snijpunten 
daarvan gaat, en zijn middelpunt in de middelpuntsas heeft, 
de snijpunten van dien cirkel met de lijn AC, d.i. de 
machtlijn der gevraagde cirkels, zijn dan de punten A en B. 

Passen we dit thans hier toe. Bepalen dus ten 1e. het 
machtpunt S der gegeven cirkels (een figuur is overbodig 
geacht; ten 2e. de gelijkvormigheidsassen der hulpeirkels; 
ten 3e. de poollijn van S ten opzichte van een der gegeven 
cirkels. De snijpunten van die sub 2 en 3 geven S,, Ss, 
Ss en S,. Van uit die snijpunten moeten we nu willekeu- 


keurige sniĳlijnen trekken; nemen voor alle de poollijn 


van S, en vinden dan den orthogonalen cirkei. 

Hieruit volgt, dat de snijpunten van alle denkbare snij- 
of raakeirkels met hun geconjugeerde in den orthogonalen 
cirkel liggen, en door dezen de hoeken daartusschen 
worden middendoor gedeeld. 


Ee 
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Hiermede is het onder A gestelde bewezen. 

Hieruit volgt verder nog: 

B. dat de machtlijnen van den orthogonalen cirkel en een 
paar geconjugeerden samenvallen. 

C. dat elk gelijkvormigheidspunt der hulpcirkels het machtpunt 
is van den orthogonalen met twee paar geconjugeerden. 

Zoodat in elk gelijkvormigheidspunt 6 machtlijnen samen- 
komen. Er zijn er 28 in ’t geheel, waarvan er zoodoende 
vier (de gelijkvormigheidsassen) drie maal zijn geteld. 

We krijgen hieruit dus 
de volgende methode om 
de raakcirkels aan 3 gege- 
ven cirkels te construeeren: 
(Fig. 13) Bepalen het macht- 
punt S, de gelijkvormig- 
heidsassen G,, Gs, Gs en 
G,, de middelpuntsassen 
Geba Geren Ot door ult 
S loodlijnen op de gelijk- 
vormigheidsassen neer te 

Fig 18. laten. De poollijn van S ten 
opzichte van een der cirkels b.v. O,, geeft de snijpunten 
Si, 92, Sz en S,, van waaruit we raaklijnen trekken aan 
den cirkel O, en de raakpunten met M,‚ vereenigen; deze 
vereenigingslijnen snijden de middelpuntsassen in de ge- 
zochte middelpunten. 

In de fig. is het voor S, uitgevoerd. 

Zijn echter de snijdingshoeken niet gelijk 0°, dan con- 
strueeren we inplaats van de poollijn den orthogonalen 
cirkel, zoodat het vraagstuk zoodoende, door gebruik te 
maken van een machtlijn, is teruggebracht tot PPR of door 
een der gegeven cirkels te bezigen, tot PPC. 

In geval de uitwendige gelijkvormigheidsas niet mocht 
gesneden worden, kunnen we de stukken NA en NV (fig. 11) 
berekenen. Stellen we daartoe NA ==, de raaklijn uit N 
aan den orthogonalen cirkel = a, de straal van cirkel 0, = B, 
dan is volgens PPC:M,E? + ET? — R? =(TE — EL) TA = 


= LU. TA =(NL — NU (NT--NA) =— ge NU) (NT —e) 
of NU? —(NM,* + a? — R2) a + aNT =0. 
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2 DE, 2 
N MRE Tr de afstand van N tot het snijpunt 


van NM, en de machtlijn van cirkel O, en den cirkel met 
N als middelpunt en a als straal, en daar S in die machtlijn 
ligt, is de teller gelijk 2NS.NE, en de vergelijking wordt: 
NUx? —2NS5.NExr Ha?NT=0 … (Ì) 
Daar N en V bij dezelfde snijrichtingslijn behooren, is NV 
de andere wortel; voor V zouden we dezelfde vergelijking 
krijgen, en voor NB en NL de waarde van « uit 
NT? =2NS NE. 2 JaND SOE 
2NS.NE 
AND 
duct Zn zoodat NA en NV geconstrueerd kunnen worden. 


NA Neb 
NB NU’ 


De som der wortels uit (1) is dus ‚en hun pro- 


Uit (1) en (2) zien we echter dat hetgeen 


trouwens onmiddellijk uit de figuur blijkt, daar de raaklijnen 


in A en B evenwijdig zijn aan PT en PU, en elkaar in de 
lijn PN snijden; bovendien weten we, dat, wanneer we uit 
S een sniĳlijn door de orthogonale en 2 geconjugeerde 
trekken, we hebben dat: | 

D de straal van den orthogonalen cirkel is meetkunstig middel- 
evenredig tusschen de afstanden van $S tot de snijpunten met 
2 geconzugeerde cirkels. 

Want daar de orthogonale den cirkel O, normaal snijdt 
is het een bekende eigenschap, dat het vierkant van den 
straal van den orthogonalen cirkel —= SG Xx SF. 


B middellijn van den orthogonale har- 

5 monisch verdeelen, en dit vereenigd 
NAG nENT Ô 
met NB NU geeft tot de vol 


gende beschouwing aanleiding. 


letters overeenkomstige beteekenis 
hebben als in fig. 11) de orthogonale 
bijgevoegd en de gevraagde cirkels 
weggelaten. Nemen we nu N als 
uitwendig gelijkvormigheidspunt 
aan. Trekken we van daaruit een 


Zij in fig. 14 (waarin de zelfde - 


le We hebben dus dat A en B de Ae 


109 


raaklijn aan den orthogonale, die de lijn PM, in b snijdt. 
Beschrijven we met GT als straal een cirkel, die de 
raaklijn Nb in ce snijdt. Zetten me L Ne, die de lijn NT 
in m snijdt. Beschrijven met mc een cirkel, dan hebben 
we, daar cirkel m cirkel b loodrecht snijdt, dat T en U 
met d en e harmonisch zijn gelegen, vereenigen we c met 
T en U en uit het raakpunt a de lijnen aÂ en aB resp. // CF 
en CU,‚ dan krijgen we daar een gelijkvormige figuur, en 
verdeelen dus A en B de middellijn van den orthogonale 


pe BN Ae NT 
harmonisch, terwijl bovendien NB “NU 


We hebben dus de volgende 

Constructie: We trekken een der raaklijnen NC aan den 
orthogonale, maken be =bT, verbinden C met T en U en 
trekken uit het raakpunt a de lijnen aA en aB resp. // CT 
en CU. A met p en q verbonden geeft als 2e snijpunten 
met cirkel M,‚, nog twee punten van een der gevraagde 
cirkels. 

Ofschoon volgens deze laatste constructie het heele 
probleem zou kunnen worden opgelost, waarborgt ze voor 
de andere gelijkvormigheidsassen niet dien eenvoud, want 
ligt N binnen den orthogonale, dan vereischt ze de op- 
lossing van PPR. | 

Eindelijk zij hier nog opgemerkt, dat de oplossing van 
PPC een belangrijke vereenvoudiging ondergaat, wanneer, 
zooals hier het geval is, de orthogonale reeds bekend is. 

Zij toch fig. 15 A en B de. ge- 
geven punten, O de gegeven 
cirkel, S de orthogonale, dan 
weten we dat de hulpcirkel van 
den laatste wordt voorgesteld 
door het middelpunt O, en dat 
dus de snijrichtingslijn door dat 
middelpunt gaat. 

We hebben dus slechts uit A 
(of B) een lijn door een der snijpunten L der cirkels te 
trekken, en uit O een lijn door het snijpunt E tot zij AB 
in C snijdt, en we hebben het punt C van fig. 3, van 
waaruit we dus de raaklijnen aan den hulpcirkel trekken. 

Nog hebben we uit het voorafgaande kunnen zien, dat 
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wanneer één bepaalde cirkel gevraagd wordt, men steeds 
die gelijkvormigheidsas bezigt, die den uitwendig — van 
de inwendig te snijden cirkels scheidt. Terwijl de keus 
tusschen de twee cirkels, die bij die as behooren, gemak- 
kelijk wordt door het bij fig. 8 opgemerkte. 


(Wordt vervolgd.) 


Getallen van Mersenne. 


In het Bulletin of the Am. Math. Soc, van Juli 1914 deelt 
R. E. Powers (Denver, Colo) mede, dat 2!°7— 1 ondeelbaar 
is. Want volgens een stelling van Lucas is n=214*8_— 1 
(waarbij 4q +3 ondeelbaar en 8q +7 deelbaar is) ondeel- 
baar als de eerste term der reeks 3, 7, 47, 2207 ..., welke 
door n deelbaar is, inligt tusschen den (2q +1jen en (4q +1jen 
term. Bovengenoemd getal is deelbaar op den 106en term. 
(Zie Ben jg. bladz. 31, 148, 113 ; Jen jg, bladz. 120, 188, 234, 239.) 


een koorde van den cirkel, en 
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Kenige beschouwingen over cirkel en ellips 


DOOR 
A. B. VAN HAMEL (Den Haag). 
(Vervolg van bladz, 30.) 


Beschouwen we nu weder den overgang van een cirkel 
in een ellips. 
Zij bijvoorbeeld AB in fig. X 


NB’ de correspondeerende 
koorde in de ellips; verder 
DG de draaiings-as, dan 
weten we: 

Ne Ae FDD: 

Noemen we den hoek, wel- 
ken AB maakt met de as, y, 
die van A/B’, #/, dan vinden 
we uit de figuur volgens de projectiestelling : 

AB = AC cos y + BC cos (£ — y) 
AB’ == A'C! cos / + BC! (cos (a — y/). 
Bovendien: AC=A'C’ BC = BC? 
BC sin (£ — y) = AC sin y 
B'C’ sin (a — #/) = A/C’ sin 7’ 
sin (@ —y)__ sin y 
sin(a—y/) sin y” 

Hieruit volgt, na eenige herleiding 
AB= Ap, Sn2 sin (a!) Arp, Sin sin 7’ 
“sina sin(@—y) sina sin y 

Deze vergelijking drukt uit, welk verband er bestaat 
tusschen de lengten der beide correspondeerende lijnen. 
Deze parameter is dezelfde voor alle punten van de lijn 
AB; immers een punt Pop AB correspondeert met een 
punt P/ op A/B’; voor ’t stuk AP kunnen we ’t zelfde doen. 
als we dat voor AB gedaan hebben; we vinden dan: 

AAE 

Daar bovendien een lijn // AB correspondeert met een 

lijn // A/B’, volgt, dat A dezelfde is voor alle lijnen // AB. 


— NB, 
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Elke richting heeft dus bij dezelfde draaiingshoeken een 
constanten parameter. 

Noemen we den straal van den cirkel, waaruit we de 
ellips hebben doen ontstaan, r, de assen van de ellips a 
en b, de voerstralen p,, pz, 23, enz., den bijbehoorenden 
parameter A, À,, As, A», Ag, Enz, dan volgt onmiddellijk 
uit het voorgaande: 

r=h,a=hj. bhp: =p == Ag Pp 


Dus: 


ik yr 


| Ht pi’ Rt Pa 

Trekken we nu een tweede cirkel-koorde EH, dan cor- 
respondeert daarmee een koorde E’/H' in de ellips ; noemen 
we den parameter van de richting E/H’ A,, en de lengte 
van den voerstraal // EH’ e,, dan weten we volgens de 
bekende eigenschap van de cirkelkoorden, dat 


/ APG BBS EBBEN | 
Nu is verder AP =A/P/A,, EPE PAG 
BES BAN PH SD HAR 


À, 


dus : 
A'P! BRAS SS PEREN Sen 
AFDE BEE Rn 
pi” ge Pa° 
We hebben dus hiermee een eigenaardige eigenschap 
van de ellips-koorde bewezen, welke in woorden luidt: 
Het produkt der stukken, waarin ellips-koorden elkander 
verdeelen, gedeeld door 't kwadraat van den voerstraal, 
welke evenwijdig is aan de overeenkomstige koorden, is 
gelijk. 
Passen we deze eigenschap toe in fig, XI, dan wordt 
deze, indien we de lengten der voerstralen van de ellips 
ICD, //CB en JAC sap, Pop) Pag Poemen: 


AC? _CE.CD __ CB? 
PNO OD ERR 


of 
AO PAG, 


CB £go 
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Dus de lengten van 
2 raaklijnen, uit een 
punt aan de ellips ge- 
trokken, verhouden 
zich als de overeen- 
komstige voerstralen 
van de ellips, welke 
|| getrokken zijn aan 
die raaklijnen. | 

Deze eigenschap is 
analoog met die van 
den cirkel, waar beide 
raaklijnen gelijk zijn. 

Met behulp van bo- 
vengenoemde eigen- 
schappen van ellips- 
koorden kan men de ellips-constructie uitvoeren, indien 5 
van haar punten gegeven zijn. 


D 
rime 


Zijn bijvoorbeeld (fig. XII) e 
A; BrGDoen/Bideb ge: NY n, 
geven punten, en worden Ei GEUR 


nu meer punten van de 
ellips gevraagd, dan heb- À 
ben we slechts het vol- „A7 
gende te doen: kde 

Men trekt door B (een den 
der punten) een lijn even- —_ \\ 
wijdig aan AD; deze lijn EN 
BF zal de gevraagde ellips En | it 
snijden in L; weten we dus Haa “A 
den. afstand FL, dan is ’t Ds 
punt L gevonden; daar- R' 


toe merken we het vol- En 
d ' K 
dane Fig. XIL 
NE KEN DI KE BKELD, VOA ed OA 


PAD P' zo’ 2° Bo PAD 


dus 
AG.GD EG.GC 


BE.FL  EF.FC 
Wiskundig Tijdschrift, 11e Jaargang. 
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AG.GD _BF.FL 
B GO AERSEO 
In deze vergelijking is FL de eenige onbekende. 
Trekt men nu door ’t punt L een lijn // EC, noemen we 
weder K ’t punt, dat op de ellips moet liggen, dan weten 
we, dat 


%. 


AGE GD EREA ELSE 
EG. GOT 7 HLSHKe 
waarin HK als eenige onbekende voorkomt. 

Construeeren we een punt D’ op de lijn AD zoodanig, 
dat vierhoek ACD’E een koordenvierhoek van een cirkel 
is, en doen we hetzelfde voor een punt L/ op de lijn BL (dus 
vierhoek EBCL/ is een koordenvierhoek van een cirkel), 
dan weten we: 


GG se 
GD Renn FI RA 
Voeren we dit in in ’'t bovenstaande, dan vinden we: 
GD ette 
GD “Sar: 


Is K’ weder een punt op de lijn HK zoodanig, dat 

HL.HK’=AH.HD, dän vinden we: 
GD HK’ 
GD’ HK’ 

We zien dus, dat de punten L en K betrekkelijk gemak- 
kelijk zijn te bepalen uit een constructie van een vierde 
evenredige: 

Meer punten behoeven we niet te bepalen, daar nu het 
middelpunt van de ellips te construeeren is. Immers, ver- 
bindt men de middens van de evenwijdige koorden LK en 
EC door een rechte, en doet men dit ook voor AD en BC, 
dan zal ’t snijpunt der beide rechten ’t middelpunt van de 
ellips opleveren, volgens de bekende eigenschap van 
toegevoegde middellijnen. 

De constructie van de punten L en K,‚ en van 't middel- 
punt M is in fig. XII uitgevoerd. Meer punten laten zich 
nu gemakkelijk bepalen. 

Een andere toepassing vinden we in ’t volgende: 

Vroeger hebben we afgeleid, dat 

inhoud ellips-sector __ ab 


inhoud cirkel-sector — 72 


EE) 


Veronderstellen we, dat een zeker punt P zich langs den 
cirkelomtrek beweegt met een constante snelheid, zoodat in 
gelijke tijden gelijke sectoren worden afgelegd. 

Beschouwen we nude beweging van ’t correspondeerende 
punt P’ op de ellips, welke we uit den cirkel hebben doen 
ontstaan, dan volgt onmiddellijk uit bovenstaande verge- 
lijking, dat ’t punt P’ niet eenparig langs den omtrek 
beweegt, maar volgens de wet der perken. 

We hebben dus hiermee aangetoond, dat de beweging 
van een punt volgens de wet der perken langs een ellip- 
tische baan steeds te vergelijken is met een eenparige 
beweging langs een cirkelomtrek, indien we beide omloops- 
tijden gelijk nemen. 

Tot slot van deze beschouwingen kunnen we de resul- 
taten samenvatten tot de volgende stelling : 

Elke eigenschap van lengten van willekeurige rechte 
lijnen ten opzichte van den cirkel, welke niet afhankelijk 
is van bijzondere hoeken, geldt ook voor willekeurige 
rechte lijnen ten opzichte van de ellips, mits we elke 
lengte vermenigvuldigen met den bij hare richting behoo- 
renden parameter. 


5 yr B p 
Deze parameter A= » waarin » de straal is van den 


cirkel, waaruit we de ellips kunnen doen ontstaan, en welke 
bij een willekeurige ellips met assen a en b alle waarden 
kan hebben, tusschen a en b gelegen, terwijl o is de voer- 
straal uit ’t middelpunt der ellips, evenwijdig aan de rich- 
ting der beschouwde lijn. 

Is een eigenschap van rechte lijnen ten opzichte van den 
cirkel afhankelijk van bijzondere hoeken, dan geldt ze 
onder bovengenoemde voorwaarden slechts voor bijzondere 
richtingen bij de ellips. 

Zoo gaan onderling loodrechte middellijnen bij den cirkel 
over in elkander toegevoegde middellijnen van de ellips. 

Eigenschappen van lengten van onderling loodrechte 
lijnen ten opzichte van den cirkel gaan dus ook door ten 
opzichte van de ellips, mits we de richtingen die van aan 
elkander toegevoegde middellijnen nemen, en mits we 
elke lengte weder vermenigvuldigen met den bij hare 
richting behoorenden parameter. 


pmen, 
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Differentiaal- en Integraalrekening 
op H.B.S. en Gymnasia. 


Van 1 tot 4 April 1914 kwam in Parijs een internationaal 
congres bijeen ter bespreking van den stand van zaken 
betreffende het onderwijs in D. en l. „dans les classes 
supérieures des établissements secondaires”, welke gelijk 
staan met onze H.B.S. en Gymnasia. 

Een uitgebreid verslag vindt men in „Enseignement 
Mathématique”, Juillet-Septembre 1914, waaraan het vol- 
gende is ontleend: 

De D. en LI. is reeds opgenomen in programma's van 
scholen in Beieren, Wurtemburg, Baden, Hamburg, Oos- 
tenrijk, Denemarken, Frankrijk, Engeland, Italië, Roemenië, 
Rusland, Zweden en Zwitserland. 

Zij wordt niet-officieel onderwezen aan scholen in Pruis- 
sen, Saksen, Hongarije, Australië. 

Het spreekt wel vanzelf — en de ervaring van bericht- 
gevers bevestigen het —, dat men met de jonge leerlingen 
niet de uiterste strengheid kan bereiken, en dat men 
verschillende gedeelten moet overlaten aan de Universi- 
teiten en Technische Hoogescholen. | 

Uitdrukkelijk wordt er op gewezen, dat invoering van 
D. en IL. geen vermeerdering van de hoeveelheid wiskunde 
tengevolge mag hebben, doch dat van de thans geleerde 
wiskunde een gedeelte moet en kan wegvallen. 

Het is zeer gewenscht, dat de leerlingen vooraf hebben 
leeren werken met graphische voorstellingen : bij sommige 
meetkundige constructies, en vooral bij de natuurkunde 
kan men op veranderlijke grootheden wijzen. 

De meeste scholen beperken zich tot functies met één 


b, Sin 
veranderlijke, leiden lim pede elijk e= af, maar geven 


1 


A Z . 
van lim(l +2) , voor z=0, slechts de uitkomst zonder 
bewijs; door berekening voor eenige waarden van z laat 
men e benaderen. 
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De reeks van Taylor wordt gewoonlijk weggelaten: 
waar ze opgenomen is, wordt ze niet volledig behandeld. 

Maxima en minima worden overal behandeld. Verschei- 
dene scholen passen D. en I. toe bij natuurkunde. 

Berekening van oppervlakken en inhouden door inte- 
greeren ontlast het onderwijs in stereometrie. 


Nieuwe hulpmiddelen voor het onderwijs. 


Een nieuwe rekenliniaal. 


De firma Schacht en Westerich in Hamburg heeft een 
rekenliniaal „System Cuntz” in den handel gebracht, die 
in vorm (zakformaat) en daardoor ook in indeeling af wijkt 
van de bekende linialen. 


EEN, EKE 
REENER ARENA NN L 
fiat voohovonsboaobeeedhosrntee vehiorel A 
s Beeforensbononddosorcderotsbotensbondebnnche ee half 
rl EENES Ei 


art Laserdance nen 
Vn Far d Bk ani ENE 
È1ETz Keasboveorusaalsooetonaahiecatveneluaatunobenectveorbinnd 
EiTaMot, 


9123u 123 
ERN 01230023 


ltd af 
AFTSWAREsbedoaardooroboneodenaatonastosdonune «00 1e boto He onl Al ANNEN AT u 
(APA STENEN I (A Ì 4 4 Aru) Ozed1aS 


„SYSTEM CUNT2 “_O.RG.M. 


EERE RAE EEE WEE EEE 


SCHASHY & WESTERICH SRECHENSCHIESER 


En 


Zij is slechts 165 mM. lang, maar daarentegen 55 mM. 
breed, van hout, aan beide zijden met celluloïdplaten 
bedekt. Door het stellen van den looper kan men van 


à 
een getal » aflezen: log n, id En Phn, ArNe RANE. 


Bij Vn en Bn doet zich bij de gewone rekenliniaal het 
geval voor, dat men, vóór men de schuif stelt, moet nagaan 
hoeveel cijfers er voor de komma moeten komen. Op de 
nieuwe liniaal behoeft men niet daarnaar te zoeken, omdat 
de letters HE, Z, T, enz. (Einer, Zehner, Tausender, enz.) 
daarbij den weg wijzen, 

Voor sina en tga zijn afzonderlijke schalen ; voor kleine 
waarden van «a, voor welke sin en tg even groot kunnen 
worden genomen, is een afzonderlijke schaal. 
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In de handleiding (Duitsch, Fransch of Engelsch) worden 
114 voorbeelden gegeven. Desgewenscht kan men op de 
achterzijde een verdeeling in millimeter en engelsche 
duimen verkrijgen. Prijs in etui 12 M + porto. 


Boekbespreking, 


JACQUES HADAMARD. Sur la méthode en géométrie. 

(Notes extraites des Lecons de géométrie plane). 

Paris, Librairie Armand Colin, 1,50 frs. 

De schrijver stelt zich — terecht — op het standen dat 
ieder meetkundige vraagstukken kan leeren oplossen met 
eenigen goeden wil en gezond verstand. Hij bespreekt 
eerst (Note A) het bewijzen van stellingen, daarna meet-. 
kundige plaatsen en constructies, en transformatie-metho- 
den. Note B vermeldt het postulaat van Euclides betref- 
fend evenwijdige lijnen. Note C handelt over rakende 
cirkels. | 


Moeniks Geometrie und Geometrisches Zeichnen für Knaben- 
Bürgerschulen, bearbeitet von HEINRICH HALBGEBAUER. 

Weenen, E. Tempsky, 1913, 2 K: 40 h. 

Omtrent de planimetrie in dit boek is alleen mede te 
deelen, dat de gelijkvormigheid eerst ter sprake komt, 
nadat cirkel en veelhoeken zijn afgehandeld, en dat — als 
in het buitenland de gewoonte is — ook de kegelsneden 
besproken worden. 

De stereometrie wordt bijna dadelijk gecombineerd met 
beschrijvende meetkunde; de besproken lichamen worden 
steeds in 2 of meer rechthoekige projecties geteekend. 

Bij inhoudsberekening worden ook tonnen en boomen 
beschouwd. 

Theoretische besprekingen, bijv. over den stand van een 
lijn en een vlak, over twee- en drievlakshoek, zijn tot een 
minimum beperkt. Het boekt werkt hoofdzakelijk met aan- 
schouwing. Als aanhangsel is het landmeten en kaart- 
teekenen besproken, terwijl ook het teekenen van een- 
voudige onderdeelen van werktuigen en van bouwcon- 
structies, is opgenomen. 
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LEO KOENIGSBERGER. Die Mathematik eine Geistes- oder 
Naturwissenschaft 

Heidelberg, Carl Winter, 1913. 

In deze Feestrede in de Heidelberger Akademie der 
Wissenschaften gehouden, komt de spreker tot de slotsom, 
dat de wiskunde een natuurwetenschap is, zoolang ze van 
waarnemingen der omgeving uitgaat, maar een geestes- 
wetenschap, wanneer ze de waarnemingen tot abstracties 
verwerkt. 

De spreker haalt uitspraken aan van verschillende ge- 
leerden van af Kant tot Hermite. 

Terwijl Kant de wiskunde een afzonderlijke plaats toe- 
wijst, beschouwt Hermite ze als een wetenschap berustend 
op waarneming. 

Volgens Poincaré moet de man van wetenschap intuitie 
bezitten, en kan deze alleen ontwikkelen door literaire 
studies. 


G. Sr, L. CARSON. Mssays on Mathematical Education. 
With an introduction by David Eugene Smith. 

London and Boston, Ginn and Co. 1913, 3 sh. 

Dit boek bevat een achttal opstellen, die in wiskunde 
tijdschriften verschenen. Zij laten zich aangenaam lezen 
door hun groote duidelijkheid. 

„Some principles of mathematical education” behandelt 
de vraag, hoe men de wiskunde moet beginnen; jonge- 
lieden willen wel logisch redeneeren, mits de redeneering 
tot een door hen te begrijpen doel leidt. 

„Intuition.” Bij rekenkunde, meetkunde en — in min- 
dere mate — bij werktuigkunde moet de leeraar veel ge- 
bruik maken van het intuitieve bij de leerlingen. Aan de 
Universiteit kan men eerst de grondslagen der werktuig- 
kunde nader beschouwen, en daarna die van meetkunde 
en rekenkunde. 

„The useful and the real”. Zij, die beweren, dat men 
de wiskunde praktisch moet maken, verwarren het „nut- 
tige” met het „bestaanbare”, 

Vraagstukken, die nooit in het dagelijksch leven voor- 
komen, en dus niet „nuttig” zijn, kunnen wel degelijk uit- 
stekend zijn om den leerlingen een grondbegrip, of een 
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methode van oplossen bij te brengen, omdat ze handelen 
over iets, dat de leerlingen zich kunnen voorstellen als 
bestaande. 

„Some unrealised possibilities of mathematicel education.” 
De schrijver wil minder mechanisch werk, en meer door- 
dringen in den geest der wiskunde. 

„The teaching of elementary arithmetic” geeft weer hoe 
de schrijver zich het onderwijs in rekenen voorstelt. De 
grondbegrippen moeten goed worden vastgelegd. 

„The educational value of geometry”. De waarde van de 
meetkunde, op goede wijze onderwezen, wordt besproken. 
Een groot gedeelte is gewijd aan den toestand van het 
meetkunde-onderwijs in Engeland. 

„The place of deduction in elementary mechanics. De 
schrijver wil grooter nadruk gelegd zien op de grondbegin- 
selen der werktuigkunde. 

„A comparison of geometry with mechanics. Er wordt 
nagegaan hoe jonge leerlingen staan tegenover de eerste 
beginselen van de meetkunde en werktuigkunde. 


CHARLES HE. BENHAM. Vftien stereoscoopplaten voor Pers- 
pectief” 

Rotterdam, Boymans’ Boekhandel, 1914, f 4,00. 

Deze platen geven de beginselen van de perspectief, 
dus het projeeteeren van lijnen in verschillende standen ; 
vierkant en kubus. In een in het engelsch gesteld boekje 
wordt een beschrijving gegeven van de platen, zoodanig, 
dat de lezer een inleiding in de perspectief verkrijgt. De 
schrijver geeft eenige wenken, op welke wijze men een 
lichaam moet plaatsen om een overzichtelijke perspectief- 
teekening te verkrijgen. 


DR. HERMANN WiLLIG. Der Sonnenstandsmesser. Ein Hilfs- 
mittel für den Unterricht in der mathematischen Geographie. 

Weinheim, Fr. Ackermanns Verlag. 3,25 M. 

Hoewel deze rekenplaat betrekkelijk oud is, wordt er 
toch de aandacht op gevestigd, omdat dergelijke eenvoudige 
hulpmiddelen toch in de toekomst meer en meer in gebruik 
zullen komen, en deze plaat in ons land vrijwel onbekend is. 

Met behulp er van kan men elementen bepalen van een 
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boldriehoek, waarvan de 3 zijden, of twee zijden en een 
hoek gegeven zijn, en ook — wat de hoofdzaak is — de 
declinatie der zon op een bepaalden dag; uit de declinatie 
en de breedte, de zonshoogte, de lengte van den dag, enz; 
het beloop der jaargetijden; de lengte en rechte klimming 
der zon uit hare declinatie; hoogte en azimuth van een 
ster uit rechte klimming en declinatie; enz. 


DR. ALBRECHT EMMERICH. Kubische Aufgaben aus der 
Stereometrie 

Weinheim, Fr. Ackermanns Verlag, 1914. 225 M., 
geb. 2,60 M. 

Op H.B.S en Gymnasium worden de derdemachtsver- 
gelijkingen zorgvuldig vermeden. In Duitschland echter 
behooren ze op het programma. Voor zijn leerlingen ver- 
zamelde de schrijver 300 vraagstukken, die aanleiding 
geven tot derdemachtsvergelijkingen, betreffende prisma, 
pyramide, cilinder, kegel, bol, ringen en omwentelings- 
oppervlakken van den 2en graad. Een mededeeling omtrent 
de oplossing in het algemeen gaat vooraf, terwijl wenken 
omtrent de oplossing zijn toegevoegd. 

Voor studeerenden (le jaar) aan Universiteiten of voor 
akte-examen K, is het boekje zeer geschikt. 


L. SILBERSTEIN, Ph. D. (Berlin). Vectorial Mechanics. 

London, Macmillan and Co. 1913, 7 sh. 6 d. 

Uitgaande van het beginsel van d’Alembert, behandelt 
de schrijver de mechanica met vector-analyse, voor zoover 
zij zich daartoe leent. Vooraf geeft hij een overzicht van 
de vector-rekening en het differentieeren en integreeren 
daarbij. 

Door de indeeling in korte hoofdstukken is de studie 
gemakkelijk gemaakt 

Zoowel de mechanica van onveranderlijke lichamen als 
van vervormbare wordt beschouwd; ook de hydrodynamica 
(vortex-beweging). 

Ongeveer 70 vraagstukken zijn toegevoegd, ter wijl in een 
tabel de vector-formules geplaatst zijn naast de overeen- 
komstige formules uit de met rechthoekige coördinaten 
behandelde mechanica, 
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Dr. H. WIELEITNER. Algebraïsche Kurven. Neue Bear- 
beitung. 1. Gestaltliche Verhältnisse. Mit 91 Figuren. 

Sammlung Göschen, 435, 1914. 

De schrijver geeft eerst algemeene eigenschappen van 
kromme lijnen, vermeldt de bijzondere punten, die er zich 
bij kunnen voordoen, en beschouwt dan in het bijzonder 
de kromme lijnen van den derden en vierden graad. 
Daarna beschouwt hij de elementen in het oneindige, 
waarbij verschillende bekende kromme lijnen als voorbeeld 
gebruikt worden. Dan volgt de behandeling der kromme 
lijnen, beschouwd als omhulden van hun raaklijnen, ter wijl 
in het laatste hoofdstuk de bijzonderheden van hoogere 
orde, benaderingskrommen, de analytische driehoek, enz. 
volgen. 


L. BRAUDE. Les coördonnées intrinsèques. Théorie et ap- 
plications. 

Paris, Gauthier-Villars, 1914. 

Als No. 84 der Serie Scientia, behandelt dit boekje kromme 
lijnen onafhankelijk van een rechthoekig coördinatenstelsel, 
doch met veranderlijken : een boog der kromme lijn van af 
een vast punt, en den hoek, welke de raaklijn in het eind- 
punt van dien boog maakt met de raaklijn in het begin- 
punt. In het kort wordt mededeeling gedaan van verschil- 
lende wiskundigen, die aan de ontwikkeling der theorie 
hebben medegewerkt; een portret van Cesaro gaat vooraf. 


EMILE BOREL. JZntroduction géométrique à quelques théories 
physiques. 

Paris, Gauthier-Villars, 1914, 5 frs. 

In den laatsten tijd maakt de natuurkunde meer en meer 
gebruik van onderwerpen als meerdimensionale meetkunde, 
niet-Euclidische meetkunde, welke vroeger door slechts 
weinigen werden bestudeerd. 

De schrijver behandelt dergelijke onderwerpen van uit 
een wiskundig oogpunt. Hij bespreekt: 

verplaatsingen in de gewone meetkunde; 

meetkunde van 4 afmetingen ; 

hyperbolische meetkunde van 2 afmetingen ; 
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hyperbolische verplaatsingen in 3 of 4 afmetingen met 
toepassing op het relativiteitsbeginsel ; 

oppervlakken en volumen in een ruimte van 10°* af- 
metingen. 

In een zevental afzonderlijke aanteekeningen behandelt 
hij: de beginselen der kinetische gastheorie ; de statistische 
mechanica; de betrekkelijkheid van de ruimte ; opmerking 
betreffende de theorie der resonatoren; een vraagstuk 
van meetkundige waarschijnlijkheid ; de kinematica in de 
relativiteitstheorie ; moleculair-theorieën en wiskunde. 


C. VAN ALLER. Leerboek der Hoogere Stelkunde. 

Breda, De Koninklijke Militaire Academie, 2e druk, 1914. 

Geschreven ten dienste van de Academie, geeft dit boek 
minder dan voor universitaire en actestudie noodig is. 
Men kan dit duidelijk geschreven werk echter naast een 
ander gebruiken, of eerst doorwerken voor men een meer 
uitgebreid werk neemt. 

De schrijver begint met permutatiën en combinatiën, en 
het binomium; bespreekt dan het begrip functie, limiet, 
afgeleide, complexen, en de methode der onbepaalde coëf- 
ficiënten, om daarna over te gaan tot de hoogere machts- 
vergelijkingen. Daarna volgen nog kettingbreuken, deter- 
minanten, splitsing van breuken, reeksen, en logarithmen- 
stelsels, 


GASTON DARBOUX. Zecons sur la théorie générale des 
surfaces et les applications géométriques du calcul infinitésimal. 
Première partie: Généralités, coördonnées curvilignes, surfaces 
minima. 2e édition. 

Paris, Gauthier-Villars, 1914, 20 frs. 

Menigeen heeft ongetwijfeld reikhalzend uitgezien naar 
dezen tweeden druk; in de laatste jaren was het werk 
niet meer te verkrijgen. Zooals te verwachten was, is de 
nieuwe druk aangevuld met nieuwe hoofdstukken. Dat het 
boek goed en degelijk is, behoeft niet te worden vermeld. 

Het is verdeeld in: toepassingen van de theorie der 
relatieve bewegingen op de meetkunde; kromlijnige coör- 
dinatenstelsels ; minimum-oppervlakken; elk weder onder- 
verdeeld in een aantal hoofdstukken, 
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Dr. Joser JacoB. Praktische Methodik des mathematischen 
Unterrichts. Mit einem Vorwort von Ernst Mach. 

Wien, A. Pichlers Witwe & Sohn, 1913. 

Deel uitmakond van een reeks werken : Practische Metho- 
dik für den höheren Unterricht, bespreekt dit boek de 
methoden volgens welke behandeld moeten worden: de 
rekenkunde in de verschillende klassen, logarithmen, reek- 
sen, combinaties, waarschijnlijkheids-en levensverzekerings- 
rekening, differentiaal- en integraalrekening ; de meetkunde 
in de verschillende klassen; de driehoeksmeting en de 
analytische meetkunde. | 

Evenals Mach stelt de schrijver zich op het standpunt 
van ekonomie van het denken. 


Dr. F., EBNER. Technische Infindtesimalrechnung (Differen- 
tial- und Integralrechnung) mit besonderer Berücksichtigung der 
Anwendungen. Mit 45 Figuren im Text. , 

Berlin, Otto Salle. 

Zooals men uit den titel mag besluiten, vindt men hier 
geen diepgaande theoretische beschouwingen, maar de 
hoofdzaken der D. en Ll. rekening, welke dadelijk worden 
toegepast op technische onderwerpen: elastische lijn, for- 
mule van der Waals, foutenrekening, gedempte slingeringen, 
beweging van drijfstang en kruk, polytrope krommen, 
enz. enz. | 

Vraagstukken worden niet gegeven. 


P.J. A.M. HAARING. Leerboek der Beschrijvende Meetkunde. 
Tekst en Atlas. | 

Amsterdam, H. Meulenhoff, 1914. 

Nadat de bestaande twee teekenakten vervangen zijn 
door tien andere, zijn op verschillend gebied nieuwe boeken 
verschenen ten behoeve van hen, die daarvoor willen 
studeeren. Wat beschrijvende meetkunde betreft is boven- 
genoemd werk het tweede met dat doel. Het is zeer fraai 
uitgevoerd, en ziet er aangenaam uit. 

Bij het doorlezen van-het boek verkrijgt men den indruk, 
dat een niet-wiskundige aan het woord is. Herhaaldelijk 
treft men uitspraken, die niet scherp genoeg omschreven 
zijn. Dit is te betreuren, omdat iemand, die voor zich zelf 
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studeert, in den regel niet in staat is de noodige aan- 
vulling te maken. 

De schrijver behandelt achtereenvolgens: punt, lijn, vlak, 
drievlakskoek, axonometrie, scheeve projectie, regelmatige 
lichamen, omwentelingskegel en -cilinder, kegelsneden, 
ontwikkeling van kegel en cilinder, bol, ruimtekrommen, 
kegel en cilinder, doorsnijding, omwentelingsoppervlakken, 
regeloppervlakken, en als aanhangsel de kegelsneden als 
meetkundige plaatsen, eigenschappen en constructies. 

Een aantal vraagstukken en vragen zijn toegevoegd. 


HAROLD CRABTREE. An elementary treatment of the theory 
of spinning tops and gyroscopiec motion. 2d Edition. 

London, Longmans, Green & Co, 1914, 7 sh. 6 d. 

De vergelijkingen van de mechanica geven ruimschoots 
gelegenheid om vraagstukken op te lossen door invullen 
van getallenwaarden, zonder dat men begrijpt, hoe de 
onderzochte beweging feitelijk verloopt. Zeer sterk komt 
dit uit bij de gyroscopische (gyrostatische) beweging, die 
langen tijd door slechts enkelen nader werd bestudeerd, 
maar thans meer en meer belangstelling vindt. De heer Cr. 
stelde zich op het standpunt, dat een verklaring van de 
beweging van een gyroscoop (tol) verre te verkiezen is 
boven een oplossing, als boven vermeld, en heeft met het 
oog daarop zijn boek samengesteld. 

Daarom gaat hij uit van eenvoudige gevallen, en klimt 
langzaam op, hier en daar vraagstukken ter oplossing 
bijvoegend, en veel nadruk leggend op dimensies ter 
contrôle van formules, of aantoonen van analogie. 

Aan zij berekeningen gaat een mededeeling vooraf be- 
treffend tollen (de gewone tol, tol met water gevuld, 
gyroscoop van den bekenden vorm), terwijl hier en daar 
bijzondere vormen van tollen worden vermeld. 

Na de noodzakelijke berekeningen volgen beschouwingen 
over de bewegingen, die uit de formules volgen. Eenige 
platen zijn toegevoegd bevattende: drie vormen van 
Celtische bijlen; de beweging van een vallende kat; de 
Schlicksche tol om schepen te stabiliseeren ; een monorail 
spoorwagen; het Anschütz kompas. Deze worden in den 
tekst besproken. 
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J. J. C, WESTENDORP. Leerboek der Boldriehoeksmeting 
(met vraagstukken). 

Zutphen, W.J. Thieme & Cie, 1914, f 2,40. 

Een uitgebreid boek over boldriehoeksmeting bestond 
in onze taal niet. De schrijver heeft daarom een goed 
werk verricht door een studieboek te geven, dat meer 
bevat dan men op een gymnasium verwerkt, 

Hij begint met eigenschappen van figuren op den bol, 
en laat daarop constructies volgen, die met een passer 
zijn uit te voeren; ook de eigenschappen der stereo- 
graphische projectie worden vermeld. 

Als tweede en derde hoofdstuk volgen de berekeningen 
van rechthoekige en scheefhoekige driehoeken, als vierde, 
merkwaardige lijnen in den boldriehoek; als vijfde, opper-. 
vlakken; en verder om-, in- en aangeschreven cirkels; 
bolveelhoeken ; meetkundige plaatsen; de cirkel van Hart. 
Ten slotte worden toepassingen op de stereometrie en de 
sterrekunde gegeven, en worden de formules der vlakke 
driehoeksmeting afgeleid uit die der boldriehoeksmeting. 

Na elk hoofdstuk en aan het eind van het boek worden 
een groot aantal vraagstukken gegeven. 


DR. MARCELLO VAN PIRANL Graphische Darstellung in 
Wissenschaft und Technik. 

Sammlung Göschen No. 728, 1914. 90 pf. 

De schrijver begint met voorstellingen van reeksen waar- 
genomen grootheden (temperatuur, lichtsterkte); bespreekt 
hulpmiddelen om zulke voorstellingen overzichtelijk te 
maken, wijst op maxima en minima; maakt gebruik van 
graphisch differentiëeren om het al of niet vloeiend zijn 
van een lijn te onderzoeken; brengt verschillende functies 
van eenzelfde functie met elkander in verband; enz. 

De voorstelling van formules leidt tot bespreking van 
logarithmisch verdeeld papier; tot de projectieve ver- 
deeling, en tot de methoden van d’Ocagne met richtlijnen. 
Een paar praktische voorbeelden hiervan worden vermeld. 
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Uit Buitenlandsche Tijdschriften. 


Zil Eigenschap van een vierhoek. 


Er zijn in een vierhoek oneindig veel 
parallelogrammen te beschrijven, welker 
zijden evenwijdig loopen met de diago- 
nalen. De middelpunten dezer parallelo- 
grammen liggen op de lijn, die de mid- 
dens der diagonalen verbindt. Zijn R,‚S, 
U, V de middens van MN, PQ, AC, BD, 
dan liggen op BU en DU de middens 
van MN en PQ. 

Het midden van RS, d.i. het middelpunt van het parallelo- 
gram ligt dus op UV. 

Q. Mathesis 1912, Question d' Examen 1517, 


2718. Eigenschap van een driehoek, 


De ingeschreven cirkel van A ABC raakt de zijden 
in D, E,‚, F; de lijn, die A met het middelpunt N van dezen 
cirkel verbindt, snijdt DE in J, en DN in K. BJ en CK 
loopen dan met EF evenwijdig. f 


[tarra Jendrs Ef ) 
eb eol 
Îrek PMN 
JDN: Die DC:z get? Á 
CDM] 2 A43 
ETD ve VIN) à (A0 
/ j se /) 5 mvds 
Ean, ND « of 
ds £ NJ z je 


In A AEJ heeft men: 
Aj SE sin ARJ ze S Le cos BAJ ik 


sinAJB (CV be 
en e Jel : 
DL tte. 
G-aldelpetil) bee) ear a 7 


Jt JJ VE 


AC 
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dus staat BJ loodrecht op AJ, is dus evenwijdig met FE. 
Hetzelfde geldt voor CK. Voor den aangeschreven cirkel 
heeft men een overeenkomstige eigenschap. Als deze cirkel 
tot middelpunt N’ heeft, de zijden a in D’, en de verlengden 
der andere zijden in E’ en F’ raakt, dan zal AN’ de zijde 
DE’ in Y, en D'F’ in K’ snijden, zoodanig dat BN’ even- 
wijdig met E/F’ en met CK’ is. 
Q. Archibald, Repr. Educ. Times XIX, 1911. 
Question 16944. 


219, Eigenschappen van een viervlak, 


In het viervlak TABC wordt het vlak A’BC' evenwijdig 
met ABC aangebracht. Als de inhouden der viervlakken 
TABC, TA/B'C’, TA'BCO, TAB’C’ voorgesteld worden V,V,, 
V, en V;, dan heeft men de betrekkingen: 

Vil ViVa Va VVM 
Q. Neuberg, Mathesis 1914. 


280. Eigenschappen van een boldriehoek. 


Als in den bolvormigen driehoek ABC AD een inwendige 
deellijn is, dan heeft men AD {,= ,) 4 (b + c) al naar gelang 


b He ,=,) 180 
welke eigenschap volgt uit de formule 
He LME 


sin bsinc cos 4 Â' 
Eveneens zal bij dezelfde voorwaarden de mediaanboog 
AE kleiner, gelijk of grooter zijn dan AD wezen. 
Voor het bewijs moge verwezen worden naar het artikel 
van Visschers, Théorèmes de Géométrie, Mathesis, 1914. 


Q. 


281. In het Z.f. math, u. ntw. Unterricht, Heft 5. J. 44, 1914, 
bladz. 272, geeft Rudolf Sturm nieuwe eigenschappen van den 
drievlakshoek o.a: Als de som der hoeken > 360° is, dan zijn 
alle zijden stomp. ke 

Als de som der hoeken 860° is, dan staan de bissectrices der 
zijden loodrecht op elkander, en omgekeerd, als twee van die 
bissectrices loodrecht op elkander staan, dan staan ze ook lood- 
recht op de derde, en de som der hoeken is 360°, 
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Beer Beschrijvende Meetkunde. 


In „VEnseignement Mathématique” van 15 Maart 1914 
spreekt Gino Loria: Sur l'opération „Transport de segments 
rectilignes dans les Constructions de la Géométrie descrip- 
tive”, nl. het vinden van derde projecties, en van projecties 
op een nieuw vertikaal vlak (bladz. 101); 

en C, Halphen over : „Le second bissecteur,’”’ een methode, 
waarbij de snijlijn van horizontaal en vertikaal vlak wordt 
weggelaten, en dus de beschrijvende meetkunde zeer 
algemeen wordt opgevat. 


285. De inhoud van een bolschijf is gelijk Oh — geht, 


als O het oppervlak van de middendoorsnede, en h de 
hoogte voorstellen. 
Z. I. in De Vriend der Wiskunde 1914, Vr. 8484, blz, 152, 


284. Met vermijding van integraalrekening hebben de 
hh. Trosset en Sauter het volgende vraagstuk met behulp 
van vier-dimensionale meetkunde opgelost (l'Enseignement 
Mathématiqgue van 15 Maart 1914, bladz. 125). 

Een afgeknotte piramide heeft een grondvlak 12 X 8 cM, 
een. bovenvlak 9 X 6 cM,‚ een hoogte 12 cM. Het grondvlak 
is zuiver goud, het bovenvlak zuiver zilver, in elke door- 
snede evenwijdig aan het grondvlak is een alliage van goud 
en zilver in verhouding van de afstanden der doorsnede 
tot grond- en bovenvlak. Het soortelijk gewicht van gond 
is 19, van zilver 10. 

Gevraagd het gewicht van het goud en van het zilver, 
en de zwaartepunten van het goud, het zilver en het geheel. 


9285, H. Simon deelt in Z. f. math. und naturw. Unter- 
richt de volgende aardige rekenkundige betrekkingen mede : 


EXTE1==8 EL Zld 
12 X7+42=86 eelde == 130 
128 Xx 7 + 3 864 123 X 11 +4 == 1357 
1234 X 1 + d== 8642 12834 X 11 +5 ==13519 
12345 X 1 4 5== 86420 
Q. 
Wiskundig Tijdschrift, 1le Jaargang, 9 


hk Wie 
5 CAN 
Ee 
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286. Het theorema van Wilson. 


In den „Messenger of Mathematics 18858, bladz. 41, gaf Cayley 
een meetkundig bewijs van de stelling van Wilson, dat 
misschien door de zeer beknopte mededeeling niet de aan- 
dacht getrokken heeft, die het verdiende, Meer uitgewerkt 
kan het aldus worden neergeschreven. 

We stellen de vraag: als n punten (n een priemgetal) 
regelmatig over den omtrek van een cirkel verspreid 
liggen, hoeveel verschillende, niet-regelmatige veelhoeken 
kunnen er dan door vereeniging dezer punten ontstaan ? 

Elke permutatie kan als een reeks op elkander volgende 
hoekpunten aangezien worden; aldus zou men „! veel- 
hoeken verwachten. Maar : 


1°, twee permutaties, waarvan de volgorde der elementen 
aan elkander tegengesteld is, leveren een zelfden veel- 
hoek, de eerste uitkomst moet dus door? gedeeld worden ; 


20, door eyelische verandering kunnen uit elke permu- 
tatie n—l anderen volgen, die denzelfden veelhoek op- 
leveren; het vorige antwoord moet dus door n gedeeld 
worden, 

Maar het nu verkregen aantal 5n X (n —1)! moet nog 
verder verminderd worden. 


8%. er zijn onder deze veelhoeken } (n — 1) verschillende 

soorten van regelmatige veelhoeken. Er blijven dus 
bm) $(n 1) 
soorten over. 

40, Onder deze niet regelmatige veelhoeken zijn er 
telkens », die slechts verschillen in de wijze van ligging. 
Zoo zijn b.v. voor n=1 de volgende 7 veelhoeken met 
elkander congruent : 


1D (DANE ERN 
ADE Lo 0 ARL 
Oe TAD TE ED EN 
4d LD 240 MD Res 
Der Olt WD 
6100 RANT RARE 0 
CS AO dd AA 


Het geheele aantal verschillende niet regelmatige veel- 
hoeken is dus: 
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Nen) 
Etn Ont rne 
Daar dit een geheel getal moet wezen en de teller reeds 
even is, moet men hebben 
(n —1)!H1 n(0). 
Q. Schumacher. Zschr. f. math. u. naturw. 
Unterr. XLÌV. 1918, 


287. Algebraïsche indentiteit. $ 


at + bt + (a +5) = 
On aud jd Okee bende DIP, 
Q. Barisien. Mathesis 1914. 


288. In la Revue de l'Enseignement des Sciences van 
Jan. 1914 geeft G. Fontené de methode van Hermite weer 
voor de studie van de functie 

ri OLH C 
aba 


Oor tis y= sr en dus kan men ook de functie 
bestudeeren : 
ar? dbrde Aid 
Le gta bn deciel al) 
welke te herleiden is tot 


me J-n 
(ar? bete) 


Stelt men -ma En n=, dan vent 


y= kt? 


len 7 + qe 
en Bu op een paar constanten na 
1 
== 2 Fe 
y 
Voor q{0 is er geen maximum of minimum. 


Voor q)>0, onderstelt men eerst z ) 0, en gaat men het 
beloop na voor 


(e+ 


gevend een minimum 4q voor z= lg, 
terwijl dan voor z < 0 een maximum zal optreden, als 
zg. 


132 
289, Eigenschappen van een driehoek, 


Als in een driehoek de zijde a=4(b +c), dan is 


B Ged 
Big =g « 


Examen Baccalauréat te Bordeaux 1913. 


VRAAGSTUKKEN 


Oplossingen kunnen worden ingezonden aan den Hoofdredac- 
teur vóór 25 April 1915. Nieuwe opgaven, vergezeld van de 
oplossingen, worden gaarne ingewacht. 

Verzoeke het papier slechts aan één kant te beschrijven, en 
voor elke oplossing, en elke nieuwe opgave een afzonderlijk vel 
papier te nemen. 

Inzenders van nieuwe opgaven zouden de redactie veel moeite 
besparen door : | 

le onder elke opgave hun naam en woonplaats te schrijven; 
dan een ruimte van 6 of 8 cM. open te laten ; 

2e daarna hun oplossing te laten volgen met opschrift: op= 
‘lossing van ....; | 

ge boven de oplossing te schrijven : (Met .. . fig), als dit het 
geval is, en de figuren op een afzonderlijk blad bij te voegen, 
elk voorzien van naam en volgnummer. 

Inzenders van oplossingen zouden eveneens de redactie tege- 
moet komen door te handelen volgens le en Se, 


986. Gegeven het gelijkvormigheidspunt S van twee ge- 
lijkvormige figuren in een vlak, benevens de verhouding v, 
en de hoek a« der afstanden van S tot twee homologe 
punten. Gevraagd door een gegeven punt P een rechte te 
trekken, waarop twee homologe punten op gegeven afstand 
d van elkaar liggen. Mogelijkheid der oplossing. | 

Kampen. J. Vv. D. GRIEND JR. 


133 


ne 


987. Dezelfde vraag als in 886, wanneer de twee gelijk- 
vormige figuren, in plaats van door S, v en a, bepaald zijn 
door de begrensde rechten AB, A/B’; zonder vooraf het 
gelijkvormigheidspunt te bepalen. J. v. D. GRIEND JR. 


388. Meetbare getallen te vinden, die de zijden van een 
rechthoekigen driehoek voorstellen, zoodat ook de binnen- 
en buitenbisseetrice van een der scherpe hoeken door 
meetbare getallen worden voorgesteld. 

J. Vv. D. GRIEND JR. 


389. Op een limacon van Pascal met dubbelpunt O ver- 
plaatsen zich de punten A en B zoodanig, dat Z AOB 
constant is. Te bewijzen, dat cirkel AOB een limacon 
van Pascal omhult. __R. GOORMAGHTIGH. 


590. Men beschouwt de hyperbolen, die door drie vaste 
punten gaan, en waarvan een der asymptoten door een 
vierde vast punt gaat. Te bewijzen, dat de andere asymptoot 
eene kegelsnede omhult. R. GOORMAGHTIGH. 


391. Door constructie een punt te bepalen, als het 
onderling lengteverschil der van daaruit getrokken raak- 
lijnen aan drie gegeven cirkels, bekend is. 

Utrecht. DSE AT. TER: HAAR: 


592, Een koordenvierhoek te construeeren waarvan 
gegeven zijn: 

De twee snijpunten der overstaande zijden, het snijpunt 
der diagonalen, en de hoek, dien beide laatste met elkaar 
maken. Ie ERONT TERSHAAR, 


393. Te integreeeren: 
dy DEL 


als Q en R functies van « zijn. 
(Forsyth, Differential Equations.) 
Dr. J. ROSE. 
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394. De normaal in het punt M eener kromme lijn ont- 
moet de rechthoekige assen OX en OY in N en N’, Een 
lijn getrokken door N evenwijdig aan de raaklijn snijdt 
OM in P. Voor welke kromme lijnen is de ordinaat 
PQ =4ONP? | DR. J. ROSE. 


595. De raaklijn in het punt M eener kromme lijn wordt 
door de loodlijn OQ op OM, gesneden in Q. 

Voor welke kromme lijnen doorloopt het zwaartepunt 
van driehoek OMQ, de as OY ? DR. J. ROSE. 


596. De raaklijn in het punt M eener kromme lijn snijdt 
de assen OX en OY in T en T’; door die punten trekt men 
lijnen evenwijdig aan de assen, welke de normaal in M 
snijden in P en Q. Bepaal de kromme lijnen voor welke 
de verhouding van MQ en MP constant is 

Dr. J. ROSE. 


997. Door het punt T’, waar de raaklijn in het punt M 
eener kromme lijn de as OY snijdt, trekt men een lijn 
evenwijdig aan OX, welke de normaal in M en Q, snijdt. 
Bepaal de kromme lijnen voor welke MQ gelijk is aan 
den kromtestraal in M, Dr. J. ROSE. 


598. Gegeven A ABC met de lijnen AF, BE en CD, die 
elkander in H snijden. Uit E trekt men EG // AB, die CD’'in 
G snijdt, en uit E eveneens EK //BC, die AF in K snijdt 
Zoo ontstaat vierhoek EGHK. Bij F en D construeert men 
dergelijke vierhoeken. Bewijs, dat de 3 lijnen, die in deze 
vierhoeken de middens der diagonalen verbinden, door 
één punt gaan. 


’s-Hertogenbosch. s J.N. VISSCHERS. 
399. Se s +200 sE 0. 
AE TD COD: 
2) Te À Be - TL sin 7 ete 


Men vraagt een elementair bewijs. 
Rotterdam. J. A. WERTENBROEK. 
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400. Twee veranderlijke koorden van een cirkel blijven 
elkander snijden in een vast punt P binnen den cirkel. 
Wanneer is de karmonische vierhoek (producten v. d. overst. 
zijden aan elkaar gelijk), waarvan zij de diagonalen zijn 
maximum, en wanneer minimum? Hoe groot zijn die max. 
en min-waarden? (Straal van den cirkel R, afstand van 
P tot het middelpunt M =d.) J. A. WERTENBROEK. 


Vraag en Antwoord. 


2e Antwoord op vraag 88. (Jaargang 10, bladz. 79 en 124), 

Te bepalen het oppervlak, dat voldoet aan de differentiaal- 
vergelijking : 

(22 —a°)p + (ay —aztga) qg =arz— ay COSe, 

en gaat door de kromme z=0, @? Hy? =a?. 

De hulpvergelijkingen van Lagrange zijn 

TER dy rb dz 
xr —a? avy—aztga az—ayeote 
Hieruit, de beide laatste breuken schrijvende in den vorm : 
cos «dy Se sin adz 

xyeosa—azsina _ xzsina— ay COS « 
vindt men, door optelling en aftrekking van tellers en noe- 
mers, in verband met de eerste breuk, de beide integralen: 
| eta=e, (y Cos atzsine) 

L—d=Cz (y COS «a —zsin «) 
| nta=CiyeCosa 

L— A =C;yY COS « 
stitueerd in de betrekking #? +y? =a?, levert na eenige 
vereenvoudiging de betrekking c‚c, cos?%a + 1 = 0, waaruit 

een Zl 0 

zijnde een eenbladige omwentelingshyperboloïde. 

Bergen (N. H.) H. B. FIJNENBERG. 


voor z=0. 


Hieruit @ en y opgelost en gesub- 


Antwoord op vraag 95, Jaargang 10, bladz, 239. Kv 1901, 
Differentiaalrekening No. 1. 

Het gegeven getal n zoodanig in drie deelen @, y en z te 
verdeelen, dat ay + Fyz ze maaimum of minimum is. Te 
onderzoeken, welke dier twee gevallen aanwezig is. 
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le. #@d-yd-z=n, dusz=n—@&-—gy. Vervang in den ge- 
geven vorm z door n—&— gy, dan komt er: 
fwy)=tayt dyna) teln ae—y) of 
f@, BRE ee 
ò 


deren Raet a) zeil en 
Uit deze twee vergelijkingen volgt: == 40 nn, Gen 
/ daf 2 def òf 
a Ad hd eg 
z= gr n. Nu moet vooreerst (5 en PEEL {0 zijn 
ar Ten OE ge EEE 
Daar DT aa AT en dus 


a) eene aanne 
12 5) 
is aan deze voorwaarde voldaan. Omdat Ee, en ae beide 
negatief zijn, is hier een maximum aanwezig. 
E. D. J. DE JONGH JR, Kampen; H. B. FIJNENBERG, 
Bergen (N-H); DR. J. VREESWIJK, Utrecht. 


2e. Voor een uiterste waarde van 
F(@y2)=tryt 5yzt ier 
moet de totale differ LEE, van F gelijk zijn aan 0. 


dE=(Sy tte) de (bed Je) dy ddr tiy)de=0. (1) 


terwijl ook: | doe Hdd de A ir 
Uit (1) en. (2javolst. 
de: dy: de (Je + By Be) (Arty 2): (hebde). 


Voor een uiterste waarde van F moeten echter de ver- 


houdingen dx:dy:dz onbepaald zijn; dan-moeten dus #, 


y, 2 voldoen aan de drie vergelijkingen : 
il Ey — 320, At toy ie =0, dere =0. Enz, 
Den Haag. J. V.D. HARS 


Opmerking. In een coördinatenstelsel x,y, z, stelt atyd-z = 
n een vlak voor, dat stukken n van de 3 assen afsnijdt. 
Een constante waarde z, van z geeft een lijn, die zich op 
het XOY-vlak projecteert als a +-y=n—g,. 


In een coördinatenstelsel xv, y, U kan men de lijnen 
LHy=n—z, overbrengen, en telkens in het vertikale 


vlak, door zulk een lijn gaande, de waarden 
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U=Say d bye dd, 
construeeren. 
Dit geeft telkens een parabool, waarvan 
Utne) HER zi — ©) JFZ, 
of U= te? — dez Haen + tain—te,?. 
de projectie op vlak XOU is. 
Van elk dezer parabolen is de top het hoogstgelegen 
punt, en wel is daarvoor 
DIN, Utne 2? H da NZ, 
De meetkundige plaats van die toppen is weder een 
parabool, waarvan de top gevonden wordt bij z, = 4 n. 


Dus is bij z=#n een maximum. 
F. J. VAES. 


Antwoord op vraag 96, Jaargang 10, bladz. 2530. Akte Kv 
1901, Differentiaalrekening No. 3. 
Aantoonen, dat de kromme 
(1)? = 24? + 34° 
drie helbalen heeft, en de richtingscoëfficiënten der raaklijnen 
in een dier punten te bepalen. 


le. De coördinaten der singuliere punten van de kromme 


; 
f(a, y)=0 moeten tevens voldoen aan ee —0en Le 0, 
zoodat men in dit geval moet oplossen: | 
(LEYE By Oer ae (1) 

de Od erdee ne Ce) 

Ute) es OD Teek (0) 


Aan (2) en (3) voldoen 
ge en gy 0 die niet aan (1) voldoen. 


Ge WENS ke nel ed (A) 4 
Oe edn | 
| v=—=— len y=0, » » » (1) ” 
AEN OA en ERE ELL LA 8 
De drie gevraagde dubbelpunten D,, D, en D; zijn dus 
dt), td n= —l, 
y=—l, y=0, y=0. 


De richtingscoëfficiënten der raaklijnen in zoo’n’ dubbel- 
punt volgen in eenn uit 
drf drf af vj’ 
IT An TE AATEN ef 


da? ddy 
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Men heeft hier 
En Lu 
=de —1) sr eur) 
KLB 8 STe LO 
Vn CE 
(&) — dp 12? O0 OR 
de) 6H124 B Hby __ 6y Hd 
d d 
Voor D, volgt dt, voor D, a en 
voor D; eveneens RE 


H. B. FIJNENBERG, Bergen (N-H.); J. v. D. HARST, 
Den Haag; E. D. J. DE JONGH JR, Kampen; DR. J. 
VREESWIJK, Utrecht. 


2e. Men kan ook langs anderen weg tot dit resultaat 
komen. Daartoe schuive men de Y-as evenwijdig aan zich 
zelf tot in het punt #=—1l. y =0, en neme dit punt als 
nieuwen oorsprong van coördinaten. De gegeven kromme 
wordt dan 

(X? —2X)? —2YS —3Y?=0. 

Volgens een bekende eigenschap worden nu de beide 
raaklijnen in het dubbelpunt X=0, Y=0 gevonden door 
de termen van den laagsten graad nul te stellen ; dus 

AX? —3Y2=0 
of Y=tvgX 
zijn de beide raaklijnen in D,. 

Neemt men het punt &= 1, y=0 tot oorsprong, dan 
wordt de vergelijking der gegeven kromme 

| (X2 H2X)? —2YS—3Y2=0 
waaruit men evenzoo vindt 


Y=tlia 
voor de twee raaklijnen in D,. 
Neemt men ten slotte het punt #=0, y =— 1, tot oor- 


sprong, dan is de gegeven kromme 
(X2 —1? —2(Y 1 —3(Y 1)? =0 
Xt 22 —2(YS—3Y2 H3Y) —3(Y2 —2Y) =0. 
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De termen van den laagsten graad zijn 
—_2X2 H3Y2=0 
Yet iX. 


Dit zijn de dubbelpuntsraaklijnen in D,. 


Opmerkingen. le. De dubbelpunten (+ 1,0) en (—1,0) 
zijn blijkens bovenstaande oplossing te danken aan het feit, 


dat +1 en —1 dubbele nulpunten zijn van (x? — 1)?, terwijl 


O een dubbel nulpunt is van 24% + 83y*. 

In het algemeen heeft elke kromme : F (&) == G (y), waarbij 
F(x) en G(y) geheele algebraïsche functies zijn, die meer- 
voudige reëele nulpunten bezitten, de punten, wier coördi- 
naten paren van deze nulpunten zijn, tot meervoudige 
punten. Is bijv. a een p-voudig nulpunt van F(x), en been 
q-voudig nulpunt van G(y), terwijl p ) q, dan is het punt 


(a,b) een q-voudig punt der kromme. | 
Den Haag. J. V. D. HARST. 


2e. Omdat de kromme lijn symmetrisch is ten opzichte 
van de Y-as, zullen dubbelpunten liggen: 

òf op de Y-as, 

òf twee aan twee symmetrisch ten opzichte van de Y-as. 

Voor punten op de Y-as is 

=O, 2 Hy 10 

of YW -=0. 

Het punt #=0, 2y —1 =0 is een enkelvoudig punt, doch 

LO een dubbelpunt, 

want bij #=0 behooren twee waarden y=—l, en bij 
y=—l twee waarden « =0. 

Moor #— tl wordt de vergelijking 243 +- 3y? — 0, waar- 
uit blijkt, dat voor y = 0 een dubbelpunt aanwezig is, want 

voor @=-t 1 wordt y tweemaal nul. 

en wy 0 5 a 5 +1 of — 1. 


Door dergelijke beschouwing vindt men bij 
Bish yi bar?y + aty* =0 
een dubbelpunt & =0, y= 0, terwijl bij #— + 2al/2 wel 
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„een dubbele waarde ‚=Z behoort, maar niet omgekeerd 
bij WEES een dubbele waarde voor z. 


5. 

Evenzoo heeft 16 (y* —2ay?® — 2a?y?) + (a? — 44°)? = 
een dubbelpunt voor #@= + 24, y =0, 

et —ary by? =0 een drievoudig punt #=0; y= 

es — Zany — 2e y? Hays +yt=0 een drievoudig punt 
ED, yi 0, 

Het behoeft geen betoog, dat men bij deze handelwijze 
gevaar loopt punten over te slaan. Zij kan echter dienst 
doen als contrôle van op methodische wijze gevonden 
uitkomsten. FE; JVD 


Vraag 97. 

Wat verstaat men onder de asymptotische richtingen van 
een ruimtekromme van den 8en graad, en hoe kan men die 
construeeren? (Zie Propaed. Ex. Technische Hoogeschool 
W. T. Jen Jaarg., bladz. 31 van het aanhangsel onderaan.) 

K. JE 


Antwoord. 

Is de raaklijn in een oneindig ver punt eener (ruimte-) 
kromme zelf niet in het oneindige gelegen, dan noemt 
men haar een asymptoot. 

De asymptotische richtingen eener ruimtekromme worden 
aangegeven door de richtingscosinussen van de lijnen, die 
den oorsprong van het coördinatenstelsel met die oneindig 
verre punten verbinden. 

Neemt men als eenvoudig geval de (3e graads) ruimte- 
kromme, die snijlijn is van 2 regelvlakken met bestaanbare 
beschrijvende lijnen, dan bepale men de snijlijn(en) hunner 
asymptotenkegels, of kegels, die den oorsprong tot top 
hebben, en waarvan beschrijvende lijnen evenwijdig zijn 
„aan de beschrijvende lijnen der de kromme voortbrengende 
oppervlakken. Deze snijlijnen geven de asymptotische 
richtingen, en de raakvlakken in de oneindig verre punten 
der correspondeerende beschrijvende lijnen op de regel- 
vlakken geven als snijlijnen de asymptoten der kromme. 

Wielens 
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Vraag 98. Gevraagd de oplossingen van de volgende 
opgaven uit Forsyth: 4 

le, (@? — ey? —yt)p? —2ryp + xy =0. 

2e. zy (w?—y?) (p? —1) F(x? — YP)? p Halap + y)? =0, 

| AST 6 d Bate 

de. x? at + (lar JL bx) on + (a°x° + abe + €) dn 

Boeg lg 
ze y hee 


Bergen (N-H.) H. B. FIJNENBERG. 


(q?) 
Ten 
h3 
La) 


Vraag 99. Gevraagd de oplossing van Kv, 1911, Inte- 
graalrekening No. 2. 


Aan welke ongelijkheden moeten a en b voldoen, opdat de 
integraal — 


beteekenis hebbe ? | 
Hoe zou men, wanneer de integraal bestaat, haar waarde 
met behulp van I-functies kunnen uitdrukken ? 


J, 


Correspondentie. 


Over de Orthoptische kromme van de parabool van Neil. 

Naar aanleiding van eene stelling van F. Gomez Teixeira 
(bladz. 73). 

De middens der koorden van een cirkel die door één 
punt gaan, liggen op een cirkel, die door het middelpunt 
van den gegeven cirkel gaat. Als men deze eigenschap 
door affiniteit transformeert, en gebruik maakt van het 
theorema van Fregier, verkrijgt men de volgende stelling : 

De meetkundige plaats der middens M der koorden AB 
eener kegelsnede K, die uit een punt O der kromme onder 
een rechten hoek gezien worden, is een kegelsnede K’. De 
twee kegeïsneden hebben dezelfde assen-verhouding, 
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Vormt men den rechthoek OAQB, dan omhullen AQ, en 
BQ, de negatieve voetpuntskromme I van K t.0.z vanO0, 
en Q beschrijft de orthoptische kromme van [’, een homo- 
thetische kromme van de meetkundige plaats van M, dus 
een kegelsnede K”. Vandaar de volgende stelling: 

De orthoptische kròmme van de negatieve voetpuntskromme 
eener kegelsnede K t.o.z. van een punt 0 der kegelsnede, is 
eene kegelsnede met dezelfde assen-verhouding. 

Is K een parabool van den tweeden graad en O de top, 
dan is [ eene Neilsche parabool, waarvan de orthoptische 
kromme dus een parabool van den tweeden graad is 


Haslemere (Surrey), England. R GOORMAGHTIGH. 


Als men in No. 277, uit buitenl. tijdschr, bladz. 127, een 
der diagonalen AC en BD stippelt, verkrijgt men de af- 
beelding van een viervlak, gesneden volgens een paral- 
lelogram. Van zulke doorsneden liggen de middelpunten 
op de lijn UV, die de middens van twee overstaande ribben 
verbindt. Is P het midden van CD, dan ziet men, dat de 
lijnen, die de middens der overstaande ribben twee aan 
twee verbinden, door één punt gaan. 

Worden V en U verbonden met M,‚, N, P en Q, dan ont- 
staat een achtvlak, dat in het viervlak beschreven is. 


/ 


Naar aanleiding van de mededeeling van den heer 
M. J. J. Simon Thomas, „Merkwaardigen stand van dode- 
caëder in icasaëder”, Jen Jg, bladz. 46, zond de heer 
Dr. H A. Naber, te Hoorn, een aantal teekeningen, waar 
de verschillende regelmatige lichamen in elkander getee- 
kend zijn. Daarvan gaat een hierbij: 

Trek concentrische cirkels met straal: 

1-a=1.618,- 1/2 == 1 414, 1,4 == 0,618, 43 

as v2=0.834, a =0.256 [a == (— 14]. 

Teeken in den cirkel met straal 1 (door F,G,L,...) den 
regelmatigen zeshoek, en verleng de zijden daarvan naar 
beide richtingen, dan geven de snijpunten met den cirkel 
2 de 12 buitenste hoekpunten (B, H,...) van een dode- 
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caöder, met een hoofddiagonaal loodrecht op het vlak van 
teekening. 

Daarin kan men een kubus teekenen, waarvan EFGH 
een zijvlak is, en die dus op een ribbe staat. 


If 
da ID ss 


/ 0 
/ Ms 
Ne 

Be 


E 
jJ 


0 


In dien kubus FG =1, EF =a is een tetraëder te teeke- 
nen, en hierin een octaëder. 

Door de ribben van dezen in umr te verdeelen, ontstaat 
een icosaëder. 

Door wegnemen van de vijfzijdige pyramiden daarvan, 
m.a.w. door trekken van passende diagonalen, vindt men 
den dodecaëder terug, a =0.256 maal zoo klein van af- 
metingen als de oorspronkelijke, en in denzelfden stand. 

De verdeeling in wmr speelt in deze figuur een voor- 
namen rol. 
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Tegelijkertijd kan de aandacht gevestigd worden op een 
lezenswaard artikel van den heer N. in de Nieuwe Gids, 
Afl. VI, Juni 1914, bladz. 938—968, getiteld „Het speelgoed 
van Bacchus”. f 


f Î 
ä 


Nieuw verschenen werken.» 


(Door de Redactie ontvangen.) 


A. J. L. BOUTEN en Dr. R. M. HERINGA. Leerboek van 
de beginselen der beschrijvende meetkunde, 4e druk, 
herzien door Dr. H. N. NIESEN en Dr. G. VAN RIJ. 
Haarlem, de Erven F. Bohn, 1914. 


F. J. VAES. Hoofdzaken uit de Beschrijvende Meetkunde. 
2e Gedeelte (Projecteeren). | 
Rotterdam, Boymans’ Boekhandel, 1914, f 0,60. 


W. PF. GONGGRIJP. Vormleer (Stereometrisch gedeelte). 
Zutphen, W. J. Thieme & Cie, 1914, f 0,90. 


H. C. DERKSEN. Vlakke Meetkunde, 3e druk. E 
Hoogezand, J. Schaafstal, 1914, f 1,50, gec. f 1,65. 


*) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven. 
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Verslag van een Mondeling Examen Ku, 1914, 


Á. Theoretische Werktuigkunde (Ll uur). 


Over ontbinden van snelheden. Paraboolbeweging. Uit 
een punt worden twee materieele punten onder gegeven 
elevatie opgeschoten met gegeven snelheden. Waar is het 
snijpunt der banen ? 

Over eigenschappen van kracht- en koppelvectoren. 
Op een lichaam werkt een willekeurig krachtenstelsel. 
Waartoe is dit krachtenstelsel in het algemeen te herleiden ? 
Over de centrale as van dit krachtenstelsel. Gegeven een 
vlak V, een punt P buiten dit vlak, en een willekeurige 
kracht K. K te herleiden tot een kracht gaande door P, 
en een kracht in V. Met behulp hiervan aan te toonen, 
dat ieder krachtenstelsel, dat op een lichaam werkt in 
't algemeen kan worden vervangen door twee elkander 
kruisende krachten. 

Definitie van traagheidsmoment. 

„De betrekking te bewijzen, die bestaat tusschen de traag- 
heidsmomenten van een lichaam ten opzichte van twee 
evenwijdige assen. Gegeven twee hellende vlakken van 
dezelfde lengte en hellingshoek. Het eene is volkomen 
glad, het andere ruw. Op beide wordt een cilinder gelegd 
met de as evenwijdig aan den horizontalen doorgang van 
het hellend vlak, Te bespreken het verschil in beweging 
van de beide lichamen. 

Over het a. v. b. van beweging van een lichaam, dat 
draait om een as met een gegeven hoeksnelheid. 


B. Toegepaste Werktuigkunde, enz. (l uur). 


Arbeidsvermogen van stroomend water. 

Algemeene regelen volgens welke een turbine-aanleg in 
bergstreken moet worden gebouwd. Over waterraderen. 
Een moderne Amerikaansche windmotor beschrijven met 
bijzonderheden omtrent motorlichaam, schoepen en vanen. 
De werking verklaren van een gewone bakschuif bij een 
stoommachine. De werking beschrijven van een viertakt 
gasmachine. Hoe wordt de hulpas in beweging gebracht, 

Wiskundig Tijdschrift, 1le Jaargang, 10 
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die de verschillende kleppen beweegt? Diagram teekenen 
„van een stoommachine met expansie, van een viertakt 
gasmotor, van een Dieselmotor. Hoe is de algemeene 
inrichting van de beide typen van electrische ovens? 
Over constructie van tandraderen. Wat is een cokesoven ? 
Welke beteekenis hebben deze ovens voor de distributie 
van arbeidsvermogen ? Waarmee kan een Dieselmotor 
worden gestookt? Over natuurlijke en kunstmatige slijp- 
middelen. Hoe wordt een slijpsteen voor een slijpmachine 
gemaakt? Beschrijving van een slijpmachine. voor het 
afwerken van metaaloppervlakken. Met behulp van een- 
voudige schetsen verklaren, hoe de slijpsteen zijn verschil- 
lende bewegingen krijgt. 


Verslag van een Mondeling Examen Kv 1914, 


Beschrijvende Meetkunde. 


Orthogonale projectie. Gegeven een omw. hyp. met de as 
loodrecht op het XOY-vlak, een lijn /, en een vlak V, 
Gevraagd door U, // aan V, een raakvlak aan te brengen. 
Axonometrie. Gegeven 2 kegels met hun toppen op de 
Z-as, terwijl de grondvlakken cirkels zijn, die in het XOY- 
vlak liggen, en waarvan de een aan de X-as, de andere 
aan de Y-as raakt. Gevraagd een punt van de doorsnede, 
de graad van die doorsnede met verklaring uit de con- 
structie, en in een willekeurig punt van die doorsnede 
een raaklijn daaraan te construeeren. Construeer aan de 
doorsnede, die een 3de-graadskromme is, de asymptoten. 
Centrale projectie. Gegeven 3 lijnen door hun vluchtpunten 
en doorgangen, waarvan geen 2 in één plat vlak liggen. 
Gevraagd het middelpunt van het parallelopipedum, waar- 
van 8 kruisende ribben langs de 3 genoemde lijnen vallen, 


Analytische Meetkunde. 


Gevraagd de vergelijking van het regelvlak, waarvan 
de beschrijvende lijnen rusten op 2 rechten (elk daarvan 
gelegen in een projectievlak, en // aan een der assen in 
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dat vlak!), en raken aan een bol, die den oorsprong tot 
middelpunt heeft. 

n=u, y=u?, z=u. Van welken graad is deze ruimte- 
kromme, (met verklaring). Noem eenige 2de-graads opper- 
vlakken, waarop zij ligt. Hoeveel zijn er wel ? (net !) Bepaal 
de M. P. van de middelpunten van dat net. Aan te toonen, 
dat het een oppervlak is, waarop onze kromme ligt, (Elk 
punt van de kromme is de top van een kwadratischen 
kegel, die onze kromme tot richtlijn heeft!) Rechte lijnen 
op het oppervlak aan te wijzen. Er is een dubbellijn in 
het oneindige. Wat zijn asympt. lijnen? Welke zijn de 
asympt. lijnen bij een éénbladige hyperboloïde, in ’t alge- 
meen bij regelvlakken ? 

Welke is de meest algemeene wijze van voorstelling van 
een oppervlak ? Laat zien, dat de gebruikelijke voorstelling 
in cartesische coördinaten daarvan een bijzonder geval is. 
Vergelijking van het raakvlak. 

Wat is de meest algemeene voorstelling van een regel- 
vlak? Vergelijking raakvlak. Wat is een torsale lijn? 
Wanneer is nu het oppervlak ontwikkelbaar ? 


Integraal rekening. 
gon, b 
Bepaal Í 7 Ein Wat verstaat ge onder [7 (oo) dae ? 
0 


a 


e ©) 
Bepaal : | e cosa dr. Hierbij komt alles ter sprake van 

0 
de integratie door ontwikkeling in oneindig voortloopende 
reeksen. Een kleine vraag over Eulersche int. 2de soort. 


des 
Integreer : ST — functie van z. 


Hierbij kwam ter sprake de int. van vormen 
| raar Jb +-C), «l da. 


YH py! +qy +ry=0. p, q, r zijn functies van z. 
Yi, Ye en Ys zijn particuliere integralen. 
Alg. int. is y=ciy1 + C2y2 +C3Yg- Dit te bewijzen. 
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Differentvaalrekening. 
Reeks van Taylor voor n veranderlijken afleiden. 
y=f(u,, Ugg, eres u): 
hi dee ln, rl 
Bewijs : nd rare A 


Algemeene stelling van het gemiddelde. 
Reeks van Taylor voor 1 veranderlijke. 
Theorema van Rolle. 
ZZ, Dec. 1914, B. 


Verslag van een Mondeling Examen Kv 1914, 


1. Beschrijvende Meetkdnde. 


Orthogonale projectie. a. Gegeven een omwentelings- 
hyperboloïde, as loodrecht op horizontale vlak, en willekeu- 
rige beschrijvende lijn. Verder lichtend punt. Te constru- 
eeren punten van eigenschaduw en slagschaduw. 

b, Gegeven een hyperboloïde in axon. projectie met als 
richtlijnen de Z-as, een lijn evenwijdig aan de X-as, en een 
lijn in het Z-vlak, evenwijdig aan de Y-as. Gevraagd het 
middelpunt van de hyperboloïde te construeeren. 

Centrale projectie. Gegeven een vierkant als grondvlak 
van een kubus. Gevraagd den kubus te voltooien. 


2. Analytische Meetkunde. 


a. Gegeven de bol #? +y?+-z?=e?, en desrechtens 
n=0, z=e;s yY=0, z=—e. Gevraagd de vergelijking van 
’t regelvlak, waarvan de rechten richtlijnen zijn, en waar- 
van de beschrijvende lijnen den bol raken. 

b. Gegeven de vergelijkingen y = 0, z = ax* (1), en 
x=0, y=bz? (2). De parabool, voorgesteld door 1, beweegt 
zich zoodanig, dat haar vlak evenwijdig blijft aan ’t XOZ- 
vlak, en de top de kromme (2) beschrijft. Gevraagd de 
vergelijking van ’t ontstane oppervlak. Liggen er rechten 
op? Bepaal de asymptotische lijnen. 

c. Afleiding van de differentiaalvergelijking van de 
asymptotische lijnen rd? + 2 sdady + tdy? = 0, 
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d. Gaussische coördinaten. 
e=fi(w) +vo,(u) afleiding vergelijking 
y=fs (u) +vpslu) raakvlakkken. 
z=fs (U) +veps;(u) Wanneer ontwikkelbaar ? 
EU, y=, zt vBepaab de vergelijking van 
't net, waarop de kromme lijn ligt ; meetkundige plaats van 
de middelpunten van ’t net. 


8. Integraalrekening. 
QO 
d. | Lr Heeft deze beteekenis? Bereken hare 
o ; 
waarde. 
e ©) 
b. | e Pcosade. Mag deze integraal worden berekend 
5 


aldus: 


en) 2 z* 
|e dte rs ) ar, 
0 
en integratie van elke der termen ? Bewijs, dat een functie 
f(a), welke gelijk is aan de gelijkmatig convergente reeks 
RI 1 Dn PL ‚ mag worden geïntegreerd door terms- 
gewijze integratie. 
Wat is een gelijkmatig convergente reeks ? 
Bereken nu integraal 5. 


da d dz 
C. smaak (‚4,2 t), of: (@,y, 2, t), Pate (x,y, 2, tl). 


Bepaal x, y en z. Toon aan, dat in de uitdrukking voor 
x,y en z dezelfde 3 constanten optreden. 


d. Als | f(a) dae = F(x), toon dan aan: 
5 
| etn 


e. Van een differentiaalvergelijking is een particuliere 
integraal bekend; verlaag de orde met de eenheid. 
Idem een 2de bekend; verlaag de orde nogmaals. 
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f. Als van een differentiaalvergelijking van de ne orde 
n + 1 particuliere integralen gegeven zijn, bestaat tusschen 
deze een lineaire betrekking. Toon dat aan. 


dy 
g. Gegeven dm? + k?y =eos ka. 


Te bepalen compl. functie, en partic. integraal. 


4. Differentiaalrekening. 


a. Gegeven y=f(uv,w), waarin u, v en w functies 


van @. Te bepalen dt (De formule geheel af te leiden.) 


1 
1 
b. Gegeven Ze. Gevraagd de waarde voor x= oo, aan 
e 
de hand van ’t voorbeeld. De theorie betreffende differen- 
tiatie van teller en noemer voor x af te leiden. Kunt ge 
reeds dadelijk zeggen, welke waarde gevonden wordt? 
Waarom ? 


a® 5 Kle 
ce. Gegeven vh, Bepaal maximum of mini- 


mum. Leid de substitutie @+4y=u, xy =v niet gemak- 
kelijker tot oplossing ? Waarom mag dit niet ? 

Bewijs nu den regel voor maximum of minimum be- 
paling van de functie z= f(@,y) door gebruik te maken 
van de formule 


fata ytad=fent (opht zl) adt 


np end B E) Foy + éh Hd). 


OZ ned 22 
“ òrdy òyda 


B. | HB 


Bewijs ! 
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Constructions sur les divisions harmoniques 


| PAR 
Dr. J. ROSE (Charleroi, Belgique). 


Dans beaucoup de questions gêométrigues, on a souvent 
besoin, connaissant trois points d'une division harmonique 
de construire le quatrième. Il m'a paru intéressant de 
réunir ces constructions dans une note succinte. 

1. On sait que quatre points A, B, C, D d'une droite 
forment une division harmonique si 

GA DA 
CB metDB 

On suppose que C est entre A et B; alors le point D 
est en dehors du segment AB du coté de A ou de B suivant 
gue C est entre A et O ou B et O, O étant le milieu de AB. 

Cela étant, connaissant 3 points de la division harmonique ; 
proposons nous de construire le quatrième. On peut dis- 
tinguer deux cas, suivant que outre A et B, on connait 
Yun ou autre des points C et D. 

a) On donne A, B, C. Par A on mène une droite quel- 
conque AX; on joint B à un point R quelconque de cette 
droite; la parallêle à BR menée par C coupe AX en E. 
De E on porte vers A sur AX, une longueur EF —= ER; 
la parallêle à FB menée par EÉ coupe AB en D. 

b) Si on connait A, B, D, les parallêles DE et BF déter- 
minent E et F, d'où R puis C. 

2. a) Par A et B, on mèêne deux droites parallèles et 
de même sens; de A et B comme centres avec AC et BC 
comme rayons on deéerit deux ares de cercle coupant ces 
parallèêles en EÉ et F; la droite EF coupe AB en D. 

b) Si A, B, D sont econnus on applique la même con- 
struction sauf que les parallèles menées par A et B sont 
de sens contraire. 

8. Si d'un point S pris hors de la droite AB, on projette 
les quatre points A, B, C, D d'une division harmonique, 
on forme un faisceau harmonique. Toute section de ce 
faisceau est une division harmonique. En particulier si la 
sécante est parallêle & un rayon du faisceau, le point 
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d'intersection correspondant est à linfini et son conjugué 
est au milieu de la distance des deux autres points. 

a) Sur une droite quelconque passant par A, on porte 
dans le même sens deux longueurs AE == EF. Les droites 
CE en BF se coupent.en S; la parallêle à AF menée par 
ce point coupe AB en D. 

b) On fait la même construction; S est le point de ren- 
contre de ED et BF. 

4. Les bissectrices d'un angle d'un triangle et de son 
supplément déterminent sur le côté opposé deux points 
conjugués harmoniques par rapport aux deux sommets 
correspondants. 

Par A et B on fait passer une circonférence quelconque ; 
on joint le point C au milieu E de l'arc AB, et la droite 
obtenue coupe une seconde fois la circonférence en F'; 
la perpendiculaire en F à FE coupe AB en D. 

b) Après avoir tracé une circonférence par AB et pris 
le milieu de l'arc AB, on joint DE et sur cette longueur 
comme diamêtre, on déerit une demi circonférence coupant 
la première en F, La droite FE coupe AB en C. 

5. Etant données deux circonférences extérieures O et 
O', les droites, qui joignent les extrémités de deux rayons 
parallèles de même sens ou de sens contraires, coupent 
la ligne des centres OO’ en deux points fixes S/ et S”, 
appelés centres de similitude externe et interne. 

a) Par A et B, on mène deux droites parallèêles; on 
joint un point F quelconque de la première à C et la droite 
obtenue coupe la seconde parallèle en E; on prend BE = 
BE; la droite Fb coupe AB en D. 

b) Même operation: joindre FD qui donne b, prendre 
BE == Pb, puis mener EF déterminant C. 

6. Soit un quadrilatère de sommets A, B, E,‚ F‚, G, D; 
on mène les diagonales AE et BF qui se coupent en H; 
GH rencontre ABD en C; les quatre points A, B, C, D 
forment une division harmonique. 

a) On joint un point G hors de AB aux points A, B, C; 
on unit A et B à un point H queleonque de GC; les droites 
obtenues coupent GB et GA en E et F; EF coupe AB en D. 

b) Après avoir mené Ab et Bh, on mène DEF puis AE 
et BF se coupant en H; bH coupe AB en C. 
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1. La polaire d'un point P par rapport à une circon- 
férence est perpendiculaire au diamèêtre passant par ce 
point; s'il est extérieur, cette polaire est aussi la corde 
des contacts des tangentes issues de ce point à la cir- 
conférence. 

a) Sur AB eomme diamêtre, on décrit une circonférence ; 
par C on élève une perpendiculaire à& AB qui coupe la 
circonférence en E; la tangente en ce point coupe AB en D. 

b) De D, on mène la tangente en E; la perdendiculaire 
de E sur AB donne C. 

8. Si d'un point extérieur à un cercle on mène deux 
sécantes, les droites qui joignent les points d'intersection 
deux à deux ce coupent en deux points de la polaire du 
point donné. 

b) Par A et B, on fait passer une circonférence et du 
point D on mène une sécante DEF, Les droites AE et BE 
se coupent en Hs; de même AF et BE se croisent en K; 
HK polaire de D coupe AB en C, 

9. Quand deux cercles sont orthogonaux tout diamèêtre 
de l'un est divisé harmoniquement par l'autre. Done quand 
il s'agira de construire un cercle X, passant par un point 
donné A, coupant orthogonalement un autre cercle donné 
O et satisfaisant à une autre condition, on pourra employer 
une autre méthode que celle indiquée dans W. T. (6e année 
p. 150) 88 XII, XIV, XVI, XVII, en opérant de la ma- 
nière suivante. | 

On joint le point A au centre O et on détermine son 
conjugué par rapport aux deux points où OA coupe la 
circonférence O; on a ainsi un second point du cercle X. 


Ondeelbare getallen. 


In vr. 52 en 59, bladz. 79 en 170, jaargang VIII, is het 
boek van Derrick Norman Lehmer vermeld, dat de priem- 
getallen geeft tot 10 millioen, en van de deelbare getallen 
den kleinsten deeler grooter dan 7. Van dit werk is door 
de Carnegie Institution, te Washington, een nieuwe druk 
gegeven, bevattende de priemgetallen tot 10006721. 
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Een biezondere inhoudsformule voor een driehoek 
met enkele toepassingen 


DOOR 
H. VAN DEN HEUVEL RIJNDERS (Haarlem). 


Stelling. Als de zijden p en q van een A PQR op twee 
willekeurige lijnen, die een hoek « maken, de projekties 
Pi, P2, Yr en qe hebben, dan kan de inhoud van de drie- 
hoek worden voorgesteld door: 


Pi» YU 
P2, qz 

Bewijs. Trek lijnen evenwijdig aan die, waarop gepro- 
jekteerd wordt, door het hoekpunt R. Laten &,, y, , %2 en 
y, de scheve koordinaten van Q en P ten opzichte van 
deze lijnen als assen zijn. Dan is, zooals bekend, de inhoud 
van A PQR: 


‘2 sina 


Maar nu is in de figuur: 
Li =Pi Yi COS, Y, SDP2 — Lj COSK 
waaruit volgt: 


x ri me LE COS « hed LN — Pe COS a 
À sin? a Ads sin? « 

==, COS qe —Qi COSa 

dus x Ean hd Ee, ach 
k sin? « pd sin? « 


Dit ingevuld geeft: 
j— | Pi P2C0S4 pPy—pP COS« | 
|q, —q2cos« q,—q, Cosa | 
Als hier de tweede kolom met cos « vermenigvuldigd 
wordt, daarna bij de eerste wordt opgeteld, kan door sin? « 
gedeeld. Dan de eerste kolom met cosa vermenigvuldigd 
en opgeteld bij de tweede geeft: 


rifi 4 

Pz dz 

De projekties zijn positief te nemen, wanneer zij gemeten 
van de projektie van R af, in de richting van de benen 
van de hoek liggen. p, en q, zijn de projekties op het 


‘2 sins a. 


‚2sina, 
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eerste been van de hoek, waarbij deze gerekend wordt 
in de bij de goniometrie gebruikelike richting. De formule 
geeft dan voor de inhoud de positieve uitkomst, wanneer 
men van p over g naar r gaande de driehoek rechts heeft. 
Enige voorbeelden mogen dit toelichten. 
1. Inhoud van de driehoek gevormd door de middel- 
punten I,,I,en I, van de aangeschreven cirkels van A ABC, 


Erojekteer II, en II, op BC en AC. 


Projektie van. II, op AQ =s—bJ-s—d== Cc (=pi) 
” » „ »„ BO= ee, =p») 
\ Raaba AC =ürth eq) 
» » Da nne bat, = + b (=q>) 
Dus 
Inhoud A LI Ae ae on se =2 R$. 


2) Imhoud van de driehoek gevormd door middelpunt M 
van de omgeschreven cirkel, hoogtepunt H en een der 
hoekpunten van A ABC. | 

Stellen we a)>b)e, projekteren we MH (p) en MC (9) 
op BC en AC dan is: 


tn C ar Cc? a b 
ER dg nde TT a—= 0 
zoodat 

a ANG NRC An CA) Rs de 
I= |— Tan J- 45 :2sin0= 
len ben Gld be? 
8 ab sin C highend GRE 
Dn 
Zo is ook Inhoud A BME cot B waaruit volgt, 


dat de lijn van Euler de zijde BC van A ABC verdeelt 
in reden 
(a? —b?)eot C: (a? —c?)eot B (inwendig). 


8) Inhoud van de driehoek gevormd door de middel- 
punten van in- en omgeschreven cirkel en hoogtepunt 
van een A ABC. 

Als a>b)>e en we MH en MI op de zijden AC en BC 
projekteren, dan wordt: 


a. —cC? b? —c? 
Da mop dt Oren Je SO 


Dit geeft: 
((a? rt) (D ate ON DS — C?) (a —c) 


hen 1 A | :2sinO= 
(a —e)(b—e) (a* Hac b? —be)_(d tbh 
8 ab sin C Pe 8 ab sin C pr 
(a — c) (b— c) (a —b) 
sr 


waarbij » de straal van de ingeschreven cirkel is, 


4) Uit de formule Eer kunnen de gewone 
SIn « 


inhoudsformules gemakkelik worden afgeleid. 
Projekteren we nl. BC (p) en CA (q) op BC en de hoogte- 
lijn uit A, dan is _— 
Pi =A, P2=0, q, =PCOSC, qe =h, « = IOP 
zodat de formule overgaat in | 
a X lg 
in 


5) Projekteren we BC en AC op BC en AC zelf, dan 
krijgen we: 
Pi: =A4, Pr=atost, gi =b COS MA 
zodat : 
I= (ab — abeos? C):2sinC =tabsinC. 


De uitvindingen van Torres Quevedo. > 


Een bezoek aan het laboratorium voor automatica. 


Op uitnoodiging van Sr. D. Leonardo Torres Quevedò, 
Directeur van het „Centrum voor proeven van Aeronautica 
en van het laboratorium voor Automatica”, kwamen de 
leden van het Spaansch wiskundig genootschap op 14 Maart 
van dit jaar bijeen in ’t „Palacio del Hipódromo”’ (te Madrid ®), 


1) José A. Sanchez Pérez. Los Inventos de Torres Quevedo. 
Publicado por la Revista de la Sociedad Matematica Espanola. 1914. 
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om een lezing over automatisme bij te wonen en de ver- 
schillende automatische toestellen in werking te zien. Van 
dit bezoek heeft José A Sanchez Perez verslag gegeven 
in een boekje van 24 bladzijden, met 7 afbeeldingen, als 
afzonderlijke toegift der Revista de la S. M. E. 

Sinds 1904 staat Torres Quevedo aan ’t hoofd van het 
genoemde „Centrum”, dat bij order des konings werd op- 
gericht „ter verwezenlijking der ontwerpen, door den 
ingenieur T. Q. uitgevonden voor de luchtscheepvaart en 
voor ‘t besturen van motoren uit de verte”. Aanleiding 
tot die stichting was de goedkeuring, die zijn ontwerp van 
een bestuurbaar luchtschip reeds in 1902 had verworven, 
o.a. van den bekenden Franschen geleerde Appell. In 
1909 sloot T. Q. een contract met de maatschappij „Astra” 
van Parijs voor de constructie der bestuurbare luchtballons, 
die den naam Astra-Torres dragen. Een andere merk- 
waardige uitvinding was de „telekino”, een toestel, om 
met behulp van de electrische golven van Herz uit de 
verte een motorboot of een dergelijk toestel te besturen. 

Sinds 1907 is aan dat „Centrum” annex een „laboratorium 
voor automatica’”’, dat ressorteert onder het Departement 
voor Handel en Nijverheid. Doel van dat laboratorium is 
„de studie en constructie van wetenschappelijke machines 
voor verschillende toepassingen”, in ’t bijzonder ook de 
constructie van analytische machines. Als een curieus 
staaltje van automatisme werd aan de toehoorders een 
schaak-automaat getoond. Deze is er op ingericht, om met 
een koning en één kasteel den anderen koning schaakmat 
te zetten; de laatste kan door de tegenpartij van den 
automaat naar willekeur verzet worden. Een hoogst ver- 
nuftig samenstel van electromagneten, draden en hefboomen 
bewerkt dat de automaat „met overleg” de zetten doet, 
die tot schaakmat voeren. Niet alleen vergist hij zich nooit, 
maar ontsteekt bovendien een licht ter waarschuwing, als 
de tegenstander een verkeerden zet doet Gebeurt dit 
nogmaals, dan wordt een tweede licht ontstoken ; maar bij 
de derde maal staakt de automaat zijn spel uit minachting 
voor zoo’n tegenpartij. Een ander gloeilampje begint te 
lichten telkens wanneer de automaat met zijn kasteel 
schaak zet, Na den laatsten beslissenden zet kondigt hij 
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zelf een nieuwe partij aan, door de twee stukken op de 
oorspronkelijke plaats terug te zetten. 

Dit toestel is door den maker alleen uitgedacht om te 
laten zien, hoever men met automatisme komen kan. Niet 
minder vernuftig, maar van meer practische waarde, zijn 
de rekenmachines van Torres Quevedo, waarvan er een 
drietal beschreven worden. De eerste berekent a X b—c; 
men behoeft daartoe slechts 3 wijzers te zetten op de ge- 
tallen a, b en c,‚ en dan een electrisch contact te sluiten. 

De tweede is een vermenigvuldigtoestel. Heeft men bijv. 
twee getallen van 3 cijfers: abc en a’b’c’, dan behoeft men 
slechts wijzers te zetten op die cijfers, en een electrisch 
contact te sluiten. Het toestel voert dan vanzelf de vol- 
gende berekeningen uit, te beginnen bij cc’: 


[U[GLec’ + be) + ac] + eh'} + bb’) + ab] + ca!{ + ba’) + aa’) 


De derde machine dient ter constructie van een functie 
van de gedaante 


sgt av tHasr 2 Hast + ax *Hass 


asn s + att Jasr 8 


p 


en daarmee tevens om de wortels van algebraische verge- 
lijkingen te bepalen. De bewerking geschiedt logarithmisch. 
De logarithmen vanx, a, ,... ds worden eerst aangegeven 
op evenzoovele verdeelde schroefkoppen met dubbele 
indiceering : voor wijzer en mantisse. Dan komen drie ver- 
schillende onderdeelen in ’t spel: 

1) de „exponentieele treinen”: door een combinatie van 
tandraderen blijft de verhouding van twee veranderlijke 
lengten steeds gelijk aan n,; is ’'t eene stuk dus log «, dan 
is het tweede n,‚logx en ’t hierbij behoorende getal is 


xt, Weer andere combinaties geven #'?, #3 enz. 

2) de „opteller”, waarvan de mechanische deelen zoo 
zijn gekoppeld, dat tusschen 3 veranderlijke lengten steeds 
de betrekking bestaat: z= 4 + y. 

5) de „schroef zonder eind”, waardoor tusschen twee ver- 
anderlijke stukken «& en y de betrekking wordt onder- 
houden : | 


y=log (10% +1). 
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Indien dus A= 10%, dan krijgt men door combinatie van 


de schroef met den opteller 
ylog Blog} +1) + log Blog (A + B) 


eene operatie, die overeenstemt met het gebruik eener 
Gaussische logarithmentafel. 

Zijn eenmaal de bovengenoemde verdeelde schroef koppen 
juist gesteld, dan voert de machine geheel automatisch 
achtereenvolgens de volgende bewerkingen uit: 

OORD 1e VOED nes geet 
TE nd PE EE EEE Mg =log as + Ps 


gr MTM; r,‚=log(l0fiH 1); s,=r, dm, 
Q2 =S —Mz; r, =log (101°+ 1); 8273 + M3 
Ys =32 — M43 rg =log (104541); 83 =T'3 + My 
1480 Mo r,=log(l0H1); s,=r, dm; = 


log (ayant Har 2 Hast star ‘Har 5). 

Nadat zoo de teller gevonden is, volgt op dezelfde wijze 
de berekening van den noemer; en ten slotte geeft een 
„opteller” de waarde van log wv. Wil men nu b.v. oplossen 
de vergelijking : 

air! —asr® +a;r® Hayrt — az Hayrt —air Had, =0, 
dan stelt men | 
a artiekart az a 

ng asx° Jas? Ja, ú 
zoekt door proefneming de waarden van #, waarvoor p = 1 
wordt, en vindt dus zoo de positieve wortels. Om de 
negatieve te zoeken, neemt men — # als nieuwe onbekende. 

Eindelijk vinden wij nog met een enkel woord melding 
gemaakt van een integreermachine, en van een paar 
andere uitvindingen van meer praktischen aard — En met 
de toehoorders van Torres Quevedo staan wij verbaasd 
over het vindingrijk vernuft en het wondere combinatie- 
vermogen van dezen Spaanschen Edison. 

Amsterdam. DR, J. STEIN, 

Jgnatius-College. 


’ 
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Benadering van de wortels eener vergelijking 
volgens de methode van Newton 


DOOR 
W.L. J. F. GODIN, (Den Haag). 


Opmerking. We volgen hierbij de bewijstrant welke in 
Lobatto’s Hoogere Stelkunde gegeven is. 


Zij de gegeven nde graads vergelijking f(x) =0. 

We onderstellen nu dat de vergelijking maar één wortel 
bezit tusschen de grenzen a en b. In dat geval zullen f(a) 
en f(b) ongelijke teekens hebben. Onderstelt men verder 
dat a {b, dan mag men den wortel voorstellen door : 

v=atk. k{(b—a). 

Substitueert men deze waarde van « in de gegeven 

vergelijking, dan vindt men: 


k k? Kn 

fatk)=0=f(a) dt Of Hf Ott on f (0 

Wij krijgen dan een nde graadsvergelijking in k. 

Onderstelt men nu dat a en b weinig van elkaar ver- 
schillen, zoodat k<{(b—a) een kleine waarde heeft, dan 
kan men als eerste benadering in bovenstaande vergelijking 
de termen, die de 3de en hoogere machten van X bevatten, 
verwaarloozen en zal de vergelijking 


k key? 
O= f(a) + Afro) 
eene waarde k, opleveren, welke weinig van de juiste 


waarde k afwijkt. Deze vergelijking kan men nu aldus 
schrijven: 


en IP (@) + Pr (al =— F(q) 
of 
hi ict 
fi (a) + 5 ” (a) 
Ontwikkelen we nu de breuk WR — door 


f(a) HP @) 
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deeling in eene reeks met opklimmende machten vank,, 
dan krijgt men 
| EN Ae Enkie (a) (2) 
| / TENEN 
f nde f(a) f’ (a) 2 f(a) 
Substitueeren we nu (2) in (1), dan vindt men 
1 En JA 
k,=— WI TT IT ee 
RR COO 
Verwaarloozen we nu alle termen welke de tweede en 
hoogere machten van k, bevatten, dan zal de nieuwe 
vergelijking, daar k, een kleine grootheid is, eene waarde 
voor k, nl. h opleveren, die weinig van Kk, zal verschillen. 
Men vindt dan de vergelijking: 
en a ten ACD) 
OT CEN ZO 
Lossen we h uit deze vergelijking op, dan vindt men: 
n_=__f@f(a deld 
OTO KO 


Voor de eerste, of beter gezegd, voor de tweede be- 

nadering van den wortel vindt men dan: 
ki 2 f(a) f’ (a) 
ORE f(a): 

Met de aldus verkregen nieuwe benadering voor den 
wortel kan men weer op dezelfde wijze te werk gaan en 
zal men veelal onbepaald naderen tot den onbekenden 
wortel «. 


We zullen thans de voorwaarden nagaan, waaraan vol- 
daan moet worden, opdat men verzekerd zij, dat men bij 
voortgezette bewerking werkelijk onbepaald nadert tot 
den onbekenden wortel «. 

Men gaat daarbij van de onderstelling uit dat tusschen 
de grenzen a en b geen wortel van de vergelijking f'(x) = 0, 
f'(e) =0 en f//(@)=0 gelegen is, zoodat zoowel f'(x) als 
f'(e) en f'(x) voor alle waarden van « tusschen a en b 
hetzelfde teeken behoudt. Aan deze voorwaarde kan steeds 
voldaan worden door slechts het verschil tusschen a en b 
voldoende klein te nemen, en wanneer men onderstelt, dat 
de vergelijking geen gelijke wortels heeft (in dat geval 
toch kan men die wortel direct bepalen door f'(«) op f(x) 

Wiskundig Tijdschrift, 11e Jaargang. JE 
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te deelen) en ook afziet van het geval, dat de gezochte 
wortel tevens een wortel is van de vergelijking f”(x) =0 
en van f”(@) —=0. 

We weten dat # =a +k een wortel van de vergelijking 
is en dus is: 

fladk)=0=f(a) + kf’ (a + 6k). 
En f(a) 
Dus: a PE 
Er volgt nog meer uit. We hebben: 
f(atk)= beb a 
f(a) + kf OREL | fa) +5 Tee Lp (a)H..ee. 
Echter is ook: 


Asen fa) + kf (a) +3 OREN. vens 


Uit de beschouwing van ad vergelijkingen in verband 
met ’t feit dat k klein is, mag men besluiten dat 


gen RE 


Deze uitkomst kunnen we later gebruiken. 


We vonden voor de benadering 


ke 2 f(a) f' (a) 
OE SOTMOFSIKOE SS 

Er zijn nu twee gevallen te onderscheiden, al naarmate 
de benaderde waarde h kleiner of grooter is dan de juiste 
waarde van KZ. 

Is h<{k, dan ligt de benaderde waarde van de wortel 
tusschen a en zijne werkelijke waarde ak, en krijgt 
men dus. werkelijk door toepassing van de gewijzigde 
methode van Newton eene benadering. 

Is hk, dan ligt de werkelijke waarde van de wortel, 
nl. a4-k, tusschen de oorspronkelijke waarde a en zijne 
benaderde waarde ah. Men is hier het doel voorbij- 
geschoten, en het is dus onzeker of er werkelijk eene be 
nadering is verkregen. 


Alleen dus indien Ah <{k, zal men met zekerheid kunnen 
zeggen, dat deze benaderingsmethode toegepast mag worden. 
De voorwaarde is dus dat 
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Dt MONDE ONOREN 
EST Pa FDT FO? far 
Se 2 f' (a) f'(a + ék) 
Ee raa Ú! + fora) ® 


Uit (3) volgt nu dat 
f(a) 
Farm’? 
Als voorwaarde heeft men dus: 
2f'(a) f(a + 6) 
OTO On 0) 
Voordat we verder gaan, zullen we eens zien, welke 
teekens variaties f(a), f(a) en f'(a) kunnen vertoonen, voor 
't geval a kleiner is dan de waarde van de wortel. Dan 
is k werkelijk positief, en zullen dus volgens (3) f(a) en 
f(a J- ok) verschillende teekens moeten hebben. Uit ’t voor- 
gaande volgt echter ook dat f'(a + 4k) en f'(a) hetzelfde 
teeken moeten hebben, en dus krijgt men hierbij de voor- 
waarde dat f(a) en f(a) tegengestelde teekens hebben. 
We krijgen dan de volgende gevallen : 


Of PO Pro Fatu ro 
let |+ N 
B ) 
an pr ep 
mn 
Beelden 4 
Ei el B < 


We moeten dus deze 4 dubbele gevallen nagaan. 

Keeren we nu weer terug tot de voorwaarde (6). Ver- 
menigvuldigen we thans (6) met f(a) f” (a) —2f'(a)?. 

Hierbij dient men reeds direct onderscheid te maken, 
al naar gelang de vermenigvuldiger positief dan wel nega- 
tief is. 

Hoofdgeval L. fla)f hay 2f" (atOe on vee on aten) 

Hoofdgeval II. f(a)f'(a)—?2f'(a)? <0 …....- (®) 

Men krijgt dan uit (6) voor; 
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Hoofdgeval 1. f(a)f'(a) —2f'(a)? +2 f'(a) f' (a + 6k) ) 0. 
Hoofdgeval Ll. f(a) f(a) —?2 f'(a)? +2 f' (a) f' (a + 6k) <0. 
of 
Hoofdgeval I 
f(a) f” (a) —2f'(a)? +2" (a) [f'(a) + okf (a + WED O 
Hoofdgeval II 
f(a) f(a) — 2 "at +2 f(a) LF" (a) Hd fa + VOR] SO. 
Men vindt dus: 
Hoofdgeval 1: 


f(a) f(a) +26 f'(a)f“(atVk))0O. . . . (9) 
Hoofdgeval. II: 
f(a) f'"(a) + 2 sk f(a) f'(a dYók) <0 . . . (10) 
Opmerking. 
f(a) 


h,==benadering van Newton. 

Nu is volgens Newton A, {k voor gelijke teekens van - 
f(a) en f(a) en dus te stellen h‚=k(l—p), waarin 
OC 

Volgens Newton is echter h, ) k voor ongelijke teekens van 
f(a) en f/(a) en dus te stellen h‚=k(l + q). 

Bovendien weten we uit (4), dat 4) 4, dus is te stellen 
2e=(ld-r), waarin Or 41. 

(Wordt vervolgd.) 


Over de reeks van Fibonacci 


DOOR 
R. GOORMAGHTIGH (Ostende, België). 


Het Wiskundig Tijdschrift gaf (Achtsten Jaargang, bladz. 
160) eenige eigenschappen — overgenomen uit het Nyt 
Tidsskrift, 1911 — van de reeks van Fibonacci 

Leloir neren ele ek, Be 
bepaald door de betrekking 
4, TN Ods ) 
waarin a, =a, =l is. | 

De volgende betrekkingen, die wij verder zullen ge- 

bruiken, werden daar met andere vermeld: 
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ai +4 dir tap == A … (D 
tr ER A kT 
On ME RL A) 
ade l—-v5 
a = Î en (En ES nies TO 


1. De som der En machten van drie opelkander volgende 
termen uit de reeks van Fibonacci ts het dubbel van een vierkant 
Zijn a, On Cars drie volgende termen, dan is 


mn een ge Ree AU 


dus zijn a,, a, zin mrb de wortels van een derde- 
machtsvergelijking van den vorm 
LO 0) Se ELBE Ee (1D) 
Indien 


S m MM, LG 
mike aid dr sti a „9 ’ 


Dj ==0, Ss —2g, S; = dr. 


MM] 


heeft men 


Als men de vergelijking (5) met x 
en dan « achtereenvolgens door a 


vermenigvuldigt, 


nende rdw SL 


vangt, verkrijgt men drie identiteiten die, door optelling, 
geven: | 
Sn a dn ne he ein, 
Hieruit volgt S, =2g?. 
De stelling is dus bewezen, en men heeft 
a+ 4, ne Een ES, = Hal dat, Hat, Ì 

De stelling kan dus nog als volgt worden uitgedrukt: 

De som der vierde machten van drie op elkander volgende 
termen wit de reeks van Fibonacci is de helft van het vierkant 
van de som der vierkanten dezer termen. 

2. Volgens (2) heeft men, 


a =d 
mt NI 5 
;=aj +4 


dan et =a + Or 
Optelling geeft 
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qd, NE ALT dt 
2aï + 2a5 + das detta, FA,» 
of ook nog, volgens (1), 
44! ak rj ent: ren 
2(af Hat HafdtatHat a, > 


dat, Bhat En Ok dela Ca, er nn, Ein 
Basan aid je) EP 

Hieruit volgt de stelling: 

Neemt men, vanaf den eersten term, een oneven aantal termen, 
dan is de som der termen van oneven rang deelbaar door den 
middenterm. 

8. De betrekking 

bn nl ET 
kan ook geschreven worden 
AD GA En Cet AE 
Immers is 
Cr Arm Apk enden 
Men heeft dus 
a, (a, ih ikje) dele sE 

Een term a, is deelbaar op den term van dubbelen rang a, ; 
het quotiënt is de som der twee termen links en rechts van 
den term a 

4, Uit de vergelijkingen (6) en (7) volgt nu de betrekking: 

A, Has tas de H Ot, 4 rn (8) 

Hen term van even rang is de som der termen van oneven 

rang, die vóór dezen term komen. 


Men kan deze stelling rechtstreeks bewijzen met uit te 
gaan van de volgende betrekkingen : 
donde hee ons Tin? 
Abn Dini z8 bone" 
dine T bans np Vins? 
a, =d; SIR ag : 
dz ==; 
optelling geeft de betrekking (8). 
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5. Volgens (4) is 
;E n n 
ES Bj — (5) |:r5. 
Immers is 
(LHV) =l CID H502 HBO DH... HLD) 
(LVB) =1—O1D 502 — OEE (15) 


naargelang n even of oneven is. Hieruit volgt: 
n 


ehnijd TE 5 Den: el 
VO1H508 HCH. HB CT 
als n even is, en 
n—l 
js = En heg n 
En: [Er BCE HBC rs Cl 


als n oneven is. 
Men heeft dus de volgende stelling : 
Is n een even getal, dan is 


n 
pen 1 9 Nl 
CL H5C3 4 25C3 He … HDC 
deelbaar door 2 * ; is n oneven, dan is 
n—l 


or 2 
Crrnte BC ot 20C tess sn nr 


deelbaar door 2°T*. 
6. Uit deze uitdrukkingen voor a,, is gemakkelijk af 
te leiden dat 
Nn zen 
Pan B CT 
of 
n—l 
ht kee og Ear ike 
naar gelang n even of oneven is. Men heeft dus, in elk geval 
Dea a,—n=m.s. 
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Dus geldt de stelling : 


oi 


. Nn 
Voor alle waarden van n, is 2 ran deelbaar door 5. 


In het geval dat „ deelbaar door 5 is, moet 27°! ks 


Nr 


ook deelbaar zijn door 5; en, vermits 2 door 5 niet 


deelbaar is, moet a, deelbaar zijn door 5. 
Is n deelbaar door 75 dan is a, ook deelbaar door 8. 


Eigenschappen van figuren op den bol afgeleid uit 
vlakke figuren 


DOOR 
J. N. VISSCHERS, (s-Hertogenbosch). 


1. Stelling. Als a, b en c de zijden zijn van een bol- 
driehoek, dan is er steeds een vlakke driehoek mogelijk 
met de zijden sin ta, sin 4bcos tc, costbsin4c. 

Bewijs. Voor de bestaanbaarheid van den vlakken drie- 
hoek is noodig en voldoende, dat: 

sina {sin tbeosde+eostbsin ge en 
sin sa) sin £beos ie — Cos tbsin te. 

IN EIS a<bd-e 

ba<t(bte) 
zoodat sin Sa {sin $(b+c), als 4(b+c) scherp of recht is. 
Wanneer ï L(b +-c) EE is, heeft men 
7 pad À CK 1809 
ba <180° —t(b Hc) 
sin }a {sin } (b i C). 
Geheel algemeen dus: 
sin ta <sin}beos tet eos tbsin te, 
Verder: abc 
2a)3(b—e) 
sin ba > sin £ (b — c) 
sinta ) sin $b cos $c— cos }b sin 4 c. 
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2. Stelling. In den vlakken driehoek met de zijden 
sin ta, sintbeoste, costbsinte, is ZA tegenover de 
zijde sin ta gelijk aan Za van den boldriehoek. 

Bewijs. In den vlakken driehoek heeft men: 

sin? 4a=—=sin? 4beos? Le + eos? bsin? te — 
2sin 4b cos 5 bX sin }e eos 4e cos A; 
2sin? La —=2sin? 4b cos? 3e 4-2eos? $b sin? 5e — sin b sin Cc COS À; 
1 —cosa=t(l— eos b) (Ll + cO8 c) + 
1 (1 + cos b) (Ll — cos c) — sin b sin c cos Á. 
COS d = COS b COS cC + sin b sin c cos À. 
In den boldriehoek heeft men: 
GOS d == COS b COS C + sin b sin c cosa. 
Hieruit volgt /A=Za. 


9. Afleiding der formules voor sin ta, costa, tga 
sina enz. 
In den genoemden erfde driehoek heeft men : 
/sin (s — b) sin (s — c 
nente ) ( ) 
sin b sin c 
sin s sin (s —a sin (s — b) sin (s — C 
COS ; jam VE tte V ( ) se 
sinbsinc f sin s sin (s — 4) 
2\/sinssin(s — a) sin (s — b) sin (s — €) 
sin b sin c 
Door middel van den pooldriehoek leiden wij nu de 
bekende formules af voor sin ta, costa, tgta,sina, enz. 


sina == 


4. Stelling. In den vlakken driehoek met de zijden 
sinta, sin !beoste, ecostbsinte is ZB tegenover de 
zijde sin4beoste gelijk aan ,L—4E; Z/C tegenover de 


zijde costbsinge gelijk aan y—}E [2 en y hoeken van 
den boldriehoek, E ’t spherisch exeès, o = 4 (a + @ + y)]. 
Bewijs. ANBARG 
sin $bcostc:costbsintc=tgtb:tgte= 
1 1 


COS (a — «) GOS (5 — y) * COS (Tc — a) Gos (cr —Â) 
cos (a — 2): COS (or — y) = 


sf EEE Ae ee y)= 


cos (5 EJ 90° — seas Ea ve NE 
sin (Bk E)tsin(y 4E) 
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Nu volgt uit de betrekking : 
sin B: sin C =sin (@ —} E) : sin (y — 4 E) 
in verband met B+C=2y—E, dat 
LB=8—tEen //C=y—4E, 


5. Afleiding der formules voor sin (art), cos ( wk), 


4 4 
tg (ar), sin (x —2) enz. 


In den vlakken driehoek gelden de volgende formules: 


cos À sin Sne tE NE 
npe (LE 
2 14 sin asin }b cos 4 
sin treat Zeosde 
COS Fi) 2 2 2 et 
2 4 sin asin }b cos tc | 
s—d, s-—b 
en 
5 t Ee 
59) feed 
sin Cn „== V'sin s sin (s — d) Get sin (s —C) 
2sin }asin }beos 4e É 


Door middel van den pooldriehoek ieden we nog af: 


se mg sim (34 )sin(5 a jemla 
sin D= EET. 
COS „ COS 5 sin 5 


cos 4 cos (5 P)cos(£— i)sm(5—4) 
NE Cn 


cos gr =V- sin 2 
e= Viet Bte (5 a) te (Ga) eer (3-4) 


sin 3 sin ( — 5 )sin(2— > )sin(» a 5) 
OOR CO8T LO IL 


COS 
2 


sin (s —C) = 


6. Stelling. Als a, b en c de zijden zijn van een bol- 
driehoek, dan is er steeds een vlakke driehoek mogelijk 
met de zijden cos4c, sin Sasin$b, cos 4acos }b. 
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Bewijs. Voor de bestaanbaarheid van den vlakken drie- 
hoek is noodig en voldoende, dat, 
cos zc {cos tacos}b-sintasin{b en 
COS 5 C ) COS Ja cos }b—sin ta sin 45. 
Nu is: Cc) a—b 
de) t(a—b) 
COS FC {COS Fa cos 4b F- sin Ja sin 5 b. 
Ook: cCat-b 
de (ad b) 
COS FC ) COS La cos }b— sin Jasin ib 


{. Stelling. In den vlakken driehoek met de zijden cos 5 c, 
cosjacostb, sintasin1b is ZC tegenover de zijde cos 4} c 
gelijk aan ’t supplement van Zy van den boldriehoek. 

Bewijs. In den vlakken driehoek heeft men: 

COS? Jc =GOS* Ja cos? }b + 
sin? asin? }b—?2sin $ asin }b costa cos 4 b cos C. 
1 + eose =t(l + eos a) (1 + cos b) + 
4 (1 — cos a) (1 — cos b) — sin a sin b cos C. 
GOS € = GOS ad COS b — sin a sin b cos C. 

In den boldriehoek heeft men : 

COS C == COS a COS b + sin a sin b COS y. 

Hieruit volgt / C == 180° — y, 


8. Stelling. In den vlakken driehoek met de zijden cos 4 c, 
cosJacosib, sintasinzb is ZA tegenover de zijde 
cos Jacosib gelijk aan y—}E en ZB tegenover de zijde 
sin Sasin4b gelijk aan 4E, 

Bewijs. sin A:sinB—=cos }acos}b:sin4asin4b= 

cot za cot }b: 1 = co8 (7 —y) : — COST 
of: tga (AB), tg 
tgi(A—B) cot(a—4y) 
Daar nu 5 (A +B)=}y, heeft men ook: 
90° — (A —B)=o—sy 
of A—B=y—bE, en dus A=y—}E en B=}E. 

9. Afleiding der formules voor sin4E, tg+E. In den 
vlakken driehoek met de zijden cos4c, cosjacos}b, 
sin Jasin4b hebben wij nu onmiddellijk: 
sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — C) 

2 cos ta cos ;b cos Lc 
gite tstg bs —a)tg }(s—b) tg }(s— 0). 


sin 5 E — 
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10. Bijzondere gevallen: a. Rechthoekige boldriehoek. 
Nu wordt in den vlakken driehoek /C=90° ZB =4E 
en ZA=90°—}E, Dus: ta} E=tg datg 4 b. 

b. Boldriehoek, waarin y=—=ad- 8. Nu wordt in den 
vlakken driehoek ZB =y—4HE==90°, zoodat 

sintE=tgtatgib, 

c. Bolrechthoek. (Gelijke overstaande zijden en gelijke 
hoeken). Nu wordt in den vlakken driehoek, die met de 
helft van den bolrechthoek overeenkomt, ZB=4E en 

LA=y—}E=900. Derhalve sin 4E =tgtatg db. 
| (Wordt vervolgd.) 


Bewijzen van planimetrische eigenschappen met 
behulp van complexe getallen 


DOOR 


J.A. WERTENBROEK en J. DU SAAR 
(Rotterdam). (Rotterdam). 


Hoewel waarschijnlijk reeds vele der lezers van dit 
tijdschrift met bovenstaande oplossingsmethode bekend 
zullen zijn, komt het ons toch nuttig voor, dat de Heer 
H. A. Derksen er in dit tijdschrift (9den jaargang afl. 2, 
bladz. 96) de aandacht op gevestigd heeft. Zoodoende krijgen 
bijv. studeerenden voor de acte-examens eens wat meer 
over complexe getallen te lezen dan er in leerboeken als 
Lobatto over dit onderwerp te vinden is. 

De Heer Derksen begint met de complexe getallen door 
punten voor te stellen, en geeft dan een drietal toepassingen ; 
wat het 2de voorbeeld betreft, zouden we er op willen 
wijzen, dat een dergelijke eigenschap ook voor den driehoek 
bestaat, nl. als men op de zijden van een A abc geliĳk- 
beenige rechthoekige driehoeken abc,, bea, en cab, be- 
schrijft, dan geldt: aa, =b;c, en aa, à bc, 

Verder willen we er de aandacht op vestigen, dat de 
oplossing met behulp van complexe getallen dikwijls 
spoedig tot het doel voert bij vraagstukken, waarbij sprake 
is van de ligging van zwaartepunten. Voorbeeld: 
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Op de zijden van een willekeurigen driehoek abc be- 
schrijft men gelijkzijdige driehoeken abe, , bea, en cab, met 
23, 21 Een zz tot zwaartepunten, terwijl z het zwaartepunt 
van A abc is. Bewijs 1) A 2,2,23 is gelijkzijdig. 2) De drie- 
hoeken abe, 212223 en a,b,c, hebben z tot gemeenschappelijk 
zwaartepunt. 

Be wijs. | 

1) z,=tbHeta), 22 =j(atetb,), 23 =tlatbre,) 

Derhalve 8(z, —z,)= (ate tbi)—(b+eta,) = 

(a —b)— (a; eenn hetamse hrs 
es ji ke 
Bree peel ob gente madood 
B (zg 2) =ladbte) —(btetanN= 
(a—e) — (a, — ej) =(a—e) — (a, —b) —b—e)= 


Bv 3 UF 
et 


AEK NCT) 


GEL 
eten 


Door (1) met e te vermenigvuldigen krijgt men (2. 
MEFhAIVO Er ee Zaken 232,24 — 009. A 2,223 iS dus 
gelijkzijdig. 


2) Voor het zwaartepunt van A a,b,c, vindt men: 
sr HOE). 
Door gebruik te maken van de eigenschap 1, bladz. 97, 
bewijst men gemakkelijk : 
(a— ai) + (b—b) + (e —e,) =0, 
of : Hatbte)=t(a, Hb He) =e. 
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Als zwaartepunt van A 2,232; wordt gevonden: 
BED Hea) + Fa HeH bi) + 5 (a Hb He) = 
s(atbde)Hs(a, Hb, He) =ledbte=z (J.A. W.) 
Sommige eigenschappen zijn ook te bewijzen met behulp 
d van de volgende opmerking over drie 
getallen. 

Neem aan, dat de punten a, b en 
ec door hun ligging 3 complexe getallen 
voorstellen. Men kan dan beschouwen 
de getallen c—a en b—a. De moduli van die getallen 
zullen dan in het algemeen verschillen, evenals de argu- 
menten. Volgens de bekende eigenschappen van de deeling 
van complexen vindt men: 


C—a ca de 
artnr 


hetwelk in het algemeen weer een complex getal is. Is 
evenwel p=0 of zr, dan is de uitkomst een reëel getal. 
Stel dit m, dan is 


me Vi 275 
b—a 
waaruit (m — 1) a — mb +e=0, 


of door vermenigvuldiging met een willekeurig reëel getal 
Áa + Bh + Ce =0. 

De waarde p=0 of zr geeft aan dat de punten a, benc 
op een rechte lijn liggen. Men vindt dus de eigenschap, 
dat 8 punten a, b en c op een rechte lijn liggen, wanneer 
er 3 reëele getallen A,‚ B en C te vinden zijn zoodanig, 
dat de uitdrukking Aa + Bb + Ce=0, waarin a, b en c als 
complexe getallen zijn gedacht. 

Voorbeeld. De rechte lijn van Euler in den driehoek. 

Eenvoudigheidshalve nemen we 
7 een van de zijden van A ABC als 
reëele as. Het middelpunt M van 
de omgeschreven cirkel, het zwaar- 
tepunt Z, en het hoogtepunt H stellen 
| M X dan complexe getallen voor. Noemt 
6 Ka B men CD =h, AD==p ens Miis 
dan is volgens een bekende meetkun- 

dige eigenschap CH=2g. Nu is 
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M= jet gi 
Hp (h—-2gi 

Maakt men gebruik van de eigenschap, dat de afstand 
van Z tot de assen 4 is van de som van de afstanden van 
de hoekpunten tot de assen, dan vindt men: 

L= (edp) +5 hd 
Gemakkelijk vindt men hier, dat 
2MHH-—34=0, 
zoodat M,‚, H en Z op een rechte lijn liggen. 
Schrijft men de uitkomst in den vorm 
| H-—M 
H_— M=3(4— M), of ZM 
dan vindt men de bekende verhouding, waarin Z de afstand 
MH verdeelt. (du S.) 

Bij de stelling betrekking hebbende op de omgeschreven 
cirkels van de 4 driehoeken gevormd door 4 rechte lijnen 
is op te merken, dat deze stelling ook doorgaat, als men 
te doen heeft met een vierzijde, samengesteld door 4 cirkels, 
door een en hetzelfde punt gaande. 

Op bladz. 101 merkt de heer D, op : „Moeten punten aan 
bijzondere voorwaarden voldoen, en betrekkingen bewezen 
worden tusschen de lijnen, die deze punten verbinden, dan 
is het dikwijls moeilijk de punten zoo te benoemen, dat de 
voorwaarden daardoor uitgedrukt worden. Men werkt dan 
liever met complexe lijnen.” Hij laat dan 2 voorbeelden 
volgen, die echter ook gemakkelijk te behandelen zijn door 
te werken met complexe punten. 

Stelling van Ptolemeus. 

Bewijs (zie fig. 8 op bladz. 101): 


(b—e)(a—d) + (ce —a)(b—d) + (a —b) (ec —d) =0. 
Hieruit volgt: 
1 == 


8 


ba cd, e—b.d—b 
U rp 


arg —=— Zabd + ZL acd =0 


ns 
S 

| 

Q 

Ee 

Ĳ 
me 

Il 


arg. =— Lach + Zadb =0, 


| 
ser Sje 


ann 
EN 
| 
SS 
| & 
| | 
Dt 
mmm 
| 
al els! 


Derhalve : 
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GD MAGEN DC FPD ee 
1 dn ac X bd = ab X ed +- be X od. 
Als de diagonalen van een koordenvierhoek abcd elkaar 
in O rechthoekig snijden, dan is de zwaartelijn uit O in 
AO b tevens hoogtelijn van A Ocd. 

Bewijs (zie fig. 9, bladz. 101): 
We gaan uit van 


Od XO OO votre 
Ob Oa 
Nu is 
BO re neOr A de On 
Lettende op (1) volgt gemakkelijk : 
GO arr c—0 Od 
BO 70 EO 


2 (e —O) =(b— 0) + (a— 0); e —d=(e— 0) +(O—d). 

Her), bs ars 

ed (ee -O HO —-d) e—O’ 

hetgeen gemakkelijk in te zien is, Kei te letten op (2) 
arg. ee ee 25 AIT tmf Dus eO L cd. 


EN Ob Oe 
AE rh ‚ zoodat cd —=2 Ob X Oe, 

We willen er vervolgens op wijzen, dat de harmonische 
vierhoek met behulp van complexe punten te definieeren 
is. Men noemt 4 getallen (punten) a, b, c en d harmonisch als: 

b—a d—a 


ne sor ie 


4 harmonische punten zullen dus stellig op een cirkel 
(rechte lijn) liggen. 
En en. Dit geeft de bekende be- 
c 
trekking tusschen de zijden van den harmonischen vierhoek. 
Liggen de 4 punten op een rechte lijn, dan vindt men 
den bekenden regel voor de ligging van 4 hare 
punten op een rechte lijn. 
Ten slotte vestigen we er nog de aandacht op, dat ook 
het afbeelden van een complex Z-vlak op een complex 


Derhalve: 


Uit (A) volgt: 


1 


W-vlak, dikwijls kan voeren tot de oplossing van plani 
metrische vraagstukken. 
Laten w en z verbonden zijn door de betrekking : 
wt? + 5 
cz Jd’ 
waarin a, b, c en d complexe getallen voorstellen. 
Men kan dan gemakkelijk bewijzen : 
TI. Bij 1z behoort 1w, en omgekeerd. 
IL. De beide afbeeldingen zijn conform. 


od UE AE 
Ws —-W3 Wz Wy Zz —-Z3 Z3 Zy 

Hieruit volgt: Liggen 4 punten z op een cirkel of een 
rechte lijn, dan zullen ook de hiermee overeenkomende 
punten w op een cirkel of een rechte lijn gelegen zijn. 
Dus een cirkel (rechte lijn) in ’t Z-vlak wordt door een 
cirkel (rechte lijn) in ’t W-vlak afgebeeld. 

Verder: Liggen 4 punten z harmonisch, dan zullen ook 
de hiermee overeenkomende punten w harmonisch ge- 
legen zijn. 


We zullen het bijzondere geval Li (p en q zijn 


„complexe punten) nader beschouwen. 

Beweegt z zich in het Z-vlak over een cirkel, gaande 
door p en q,‚ dan is steeds / pzq =a == constant; het argu- 
ment van w is dus dan steeds constant; w beschrijft dus 
in ’t W-vlak een rechte lijn gaande door O. Bevindt z zich 
in p, dan is w—=0. Gaat z van p naar q over den bovensten 

boog, dan gaat w van O naar 

beneden tot in ’t oneindige. 

Bevindt z zich op den ondersten 

q boog, dan beweegt zich w 
boven de horizontale as. 

Derhalve: de bundel cirkels 

in ’t Z-vlak gaande door p en 

q, komen overeen met een bun- 

del rechte lijnen in 't W-vlak 

gaande door O. Wegens de con- 

formiteit zijn de hoeken tusschen de cirkels gelijk aan de 

hoeken tusschen de overeenkomstige stralen in ’t W-vlak, 

Wiskundig Tijdschrift, 11e Jaargang. 12 


Zy 
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Toepassing. 
1. Stelling van Ptolemeus. 
Bewijs. We nemen op P d 
den omgeschreven cirkel c 
2 willekeurige punten p en 0 
q, en bepalen de afbeelding 
op ’t W-vlak. We vinden B 
dan in dit vlak vier punten 
«a, B, yen ò liggende op een rechte lijn, gaande door O0. 
Nu geldt: 32 X ya=d8 X dy JOB X da = 


Bax X Dy H Da X dy HOB X da Ba X dy + da X yf. 


Derhalve 28 X ya en òy X Ba Jel 
da X yÂ da X By 
Bad ABeens me Rits 
of Zadik REN =| . verk ole (A) 
Nu is volgens eigenschap III: 
BS lc heeht neen 
anr ÀN olie habere dk 
he zi [yi je—d|, eb) 
la) Ja l jad lab 
zoodat voor (A) te schrijven is: 
db, eh de, be 
da Sed!" odal Eb 
of bd Xac=ab X ed + be X ad. 


2. 2 cirkels snijden elkaar in twee punten p en q onder 
een Zep. Op den eenen cirkel neemt men een punt a, op 


15, 


den anderen een punt b. Vervolgens beschrijft men de 
cirkels gaande door p,a en b, resp. q, a en b. Bewijs dat 
deze beide cirkels elkaar snijden onder een / (180° — w). 

Bewijs. De afbeeldingen van de 2 gegeven cirkels zijn 
2 rechte lijnen gaande door O,een / p met elkaar vormend. 
«a en 2 zijn hierop de afbeeldingen van a en b. 

De omgeschreven cirkel van A Oef is de afbeelding van 
den cirkel gaande door p, a en b. De afbeelding van den 
cirkel gaande door q, a en b gaat door a, 2 en het punt oo. 
Het is dus de verbindingslijn van « en £. Gemakkelijk 
blijkt, dat deze lijn met den omgeschreven cirkel van 
A Oa een /(180° —p) maakt. Wegens de conformiteit is 
dus ook de hoek tusschen de in het Z-vlak beschreven 
cirkels 180° — v. 

In ’t voorgaande zagen we; dat de bundel cirkels gaande 
door p en q in ’t W-vlak afgebeeld wordt door rechte 
lijnen gaande door O. Beschouw nu een cirkel, welke boven- 
genoemden bundel rechthoekig snijdt. Volgens een bekende 
eigenschap zal voor elk punt op zoo’n cirkel gelden: 


Ezel = Constant. Dit geeft als afbeelding in ’t W-vlak 
een cirkel met O tot middelpunt. 

Toepassing. 

Gegeven 3 cirkels, ari elkaar 2 aan 2 rechthoekig 
snijden. Bewijs, dat de 4 snijpunten van een der cirkels 
met de beide andere, de hoekpunten zijn van een har- 
monischen vierhoek. 

Bewijs. Laten 2 der gegeven cirkels elkaar in de punten 
p en q snijden. Hunne afbeeldingen in het W-vlak zijn dan 
2 elkaar rechthoekig snijdende lijnen, gaande door O0, 
terwijl de afbeelding van den 3den cirkel, een cirkel met 
O tot middelpunt is. De vier bedoelde snijpunten worden 
dus in het W-vlak afgebeeld als hoekpunten van een 
vierkant. Daar nu deze hoekpunten een harmonische ligging 
hebben, zullen de vier bedoelde snijpunten de hoekpunten 
zijn van een harmonischen vierhoek. 


De beide figuren verkregen bij de substitutie w —= Sal 


Eind 
(A) doen denken aan die met welke men te doen krijst 
bĳ de inversie van den cirkel. Ook hierbij kan men, zooals 
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bekend, den bundel cirkels gaande door 2 vaste punten 
afbeelden door rechte lijnen, gaande door één punt, en 
en den bundel cirkels welke eerstgenoemde bundel lood- 
recht snijdt door concentrische cirkels met dat punt tot 
middelpunt. Bij onze transformatie zijn echter de over- 
eenkomstige hoeken in beide figuren gelijk in denzelfden 
zin, bij de inversie zijn ze gelijk in tegengestelden zin. 
De transformatie (A) is gemakkelijk met de inversie 
van den cirkel in verband te brengen. Neem daartoe p en 
qg op de X-as, en pas (A) toe op despiegelbeelden z van 
de punten z ten opzichte van de X-as. Dan krijgt men, 
als men de beide X-assen laat samenvallen, in het W-vlak 
een afbeelding, die de inverse afbeelding is van de oor- 
spronkelijke figuur in ’t Z-vlak, met q als pool van inversie. 
Wegens de voorafgaande spiegeling zijn de overeenkomstige 
hoeken in beide figuren gelijk in tegengestelden zin. 
Laten a, b, € en d 4 punten zijn in ’t Z-vlak, gelegen op 
een cirkel, gaande door p en q; 4, b, c en d de spiegel- 
beelden van deze punten t. o. van de X-as, en a, @, y en 
d de overeenkomstige punten in ’t W-vlak wegens w= 


SB, Dan zal gelden: 


Te oa 
eat deed nj olp 
zoodat 
beralis, Weed) |B bot | 
ton Ddl Iga 
Daar nu |b—ul=lb—al, le—ul=le—al enz, 


mag men schrijven: in ak 
abXed aBXyò 
acXbd ay XBd 
(zie vraagstuk 12, Isten Jaargang, bladz. 264). (J. A. W.) 


NASCHRIFT. Ongeveer 20 jaar geleden gaf de heer 
W. MANTEL te Delft oplossingen met behulp van complexen. 
Zie Wiskundige Opgaven, deel III No. 30—37, 68, 69, en 
deel IV, No. 45, 63, 112, 140, 158. Red. 
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Uitbreiding van een meetkundig theorema 
DOOR 
J.N. VISSCHERS, (‘s-Hertogenbosch.) 


Eene eigenschap, die in vele boeken voorkomt is de 
volgende: Neemt men in ’t vlak van A ABC een punt O, 
verbindt men dat met de hoekpunten, en trekt men door O 
lijnen rechthoekig op OA, OB en OC, dan snijden deze 
lijnen de zijden BC, CA en AB respectievelijk in 3 punten, 
die in één rechte lijn liggen. (Zie o.a. Versluys, Inl. 
Nieuwere Meetkunde, Iste deel, bladz. 19. vraagstuk 7.) 

Gedachtig aan de woorden van Chasles: „il est toujours 
utile de contempler les vérités géométriques dans leur 
plus grande étendue, dans leur plus grande généralité,” 
geef ik hier eene eigenschap, die algemeener is dan de 
genoemde. 


Eigenschap. Uit de hoekpunten A, B en C van A ABC 
trekt men door een punt S in ’t vlak van den driehoek de 
lijnen AS, BS en CS, die den omgeschreven cirkel snijden 
in A,‚, B, en C,. Neemt men nu de stukken SA,, SB, en 
SC, op SA,, SB, en SC,, en evenredig aan deze laatste 
lijnen, dan zullen de loodlijnen in A,, B, en C, opgericht 
op AA,, BB, en CC, de zijden des driehoeks BC, CA en 
AB snijden in 3 punten, die in één rechte lijn liggen. 

Bewijs. Veronderstellen wij, dat de loodlijnen de zijden 
AB, BC en CA snijden in X, Y en 4, en projecteeren wij 
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AB ensdarA nh Arnh B, CG, C‚ op deze loodlijnen, 
dan hebben wij: 
Ax_ÀA, ny PB, oz 
BX ED ’ CY SOZ TAA 
Door vermenigvuldiging: 
AX X BY CZ Sac oasen (@) 
AZ XBXXCY AA, XBB, X CO, grt”, 
Projecteeren wij nu nog AA, op CC, in C‚D en CO, op 
AA, in A,E, dan is AA,=5D — SC, O0,= SE — SA. 
Maar: SD: SE =AS:CS, en volgens ’t gegevene: 
SC,:SA, =AS:CS, dus AA,:C0,= A5: CS. 
Evenzoo: BB, AA, == ee 
een BB, Ph eee) 


Hieruit volgt in verband met («) ’t gestelde. 


Boekbespreking, 


Annuaire pour Van 1915, publié par le Bureau des Longitudes. 

Avec une notice scientifique. 1,50 frs. 

Paris, Gauthier- Villars, 1000 bladz. met figuren en 4 sterre- 
kaartjes in kleur. 

Op tijd is weder het bekende jaarboekje verschenen, dat 
dit jaar tabellen bevat betreffende metrologie, muntwezen, 
aardrijkskunde, statistiek en metereologie. Evenals altijd 
is een verhandeling toegevoegd, ditmaal van G. Bigourdan : 
Les méthodes d'examen des miroirs et des objectifs. 


C. DE REGT SR, + of —? 

Proefondervindelijk bewijs van 24 stellingen uit de Op- 
telling, Aftrekking, Vermenigvuldiging en Deeling, voor 
Leerlingen der le klasse van H.B.SS., Gymnasia en andere 
Eerstbeginnenden. 

Rotterdam, C. de Regt, 1914, f 0,10. 

De schrijver stelt den leerling met het gezicht naar een 
raam, en noemt dien stand + ;een voorwaartsche beweging 
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of een nadering tot het doel noemt hij eveneens —+. Dan 
is — een stand met den rug naar het raam, een achter- 
waartsche beweging, of een verwijdering van het doel. 
Daarmede verklaart hij het werken met + en — in de 
algebra. | 


Dr. P. RIEBESELL. Photogrammetrie in der Schule. 

Beilage zum Jahresbericht der Oberrealschule in St. Georg 
zu Hamburg, 1914. 

Het landmeten begint te worden verdrongen door uit- 
meten op photografieën. Op deze wijze is de Jungfrau- 
spoorweg in kaart gebracht, en werkt men in de duitsche 
afrikaansche koloniën. De schrijver onderzoekt met zijne 
leerlingen photografieën, die door dezen zijn opgenomen, 
en leidt daaruit de werkelijke afmetingen der voorwerpen af. 


MARY ADAMS. A lättle book on map-projection. 

London. Georg Philip & Son, 1914. 

Zonder berekeningen, alleen door teekenen geeft dit 
boekje een duidelijk overzicht van de verschillende me- 
thoden van kaart-teekenen. Het kan gebruikt worden door 
leerlingen van de 4e en 5e klasse eener H.B.S. Alle figuren op 
één na, zijn op eenzelfde schaal geteekend; met de be- 
doeling, dat ze onderling kunnen worden vergeleken. De 
schrijfster deelt eerst mede, hoe men een liniaal maken 
kan, en hoe men een plat vlak kan verkrijgen ; zegt enkele 
woorden over ontwikkelbare en niet-ontwikkelbare opper- 
vlakken, en bespreekt dan verschillende projectie-methoden ; 
vermeldt het opmeten van landen, het maken van een 
globe, van papier, om daarna de methoden van Sanson- 
Flamsteed, Mollweide, Mercator, James, Bonne, Lambert, 
enz. te behandelen. Ten slotte worden nog gnomonische 
projecties op regelmatige lichamen vermeld, en wordt ge- 
sproken over de keuze van een projectie in een bijzonder 
geval. Een aanhangsel van een paar bladzijden bevat een 
berekening betreffende Mercators projectie, en een paar 
aanteekeningen. 


C. KNAPPER Kz. Leerboek van het Handelsrekenen. 
10e, herziene en vermeerderde druk. 
Arnhem, J. Rinkes Jr. 1915. 
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Dit bekende werk wordt bij elken druk dikker. Het 
wiskundige begin omvat hoofdbewerkingen, waarbij ver- 
schillende hulpmiddelen zijn vermeld om snel te werken. 
Aan het eind van het boek wordt de 31-proef besproken, 
ter vervanging van de 9-proef, die wel eens in den steek laat. 


Prijsvragen 


van de Academie des Sciences te Parijs. 


In de vergadering van 21 Dec. 1914 zijn de volgende 
prijsvwagen uitgeschreven : 

le Prijs Francoeur (1000 frs.) jaarlijks, voor ontdekkingen 
of geschriften, die de zuivere of toegepaste wiskunde be- 
vorderen. | 

2e Prijs Bordin (3000 frs.) 1917 : in eenig belangrijk opzicht 
de rekenkundige theorie van niet-kwadratische vormen 
bevorderen. 

8e Grand prix (3000 frs), 1916: de methoden van Henri 
Poincaré toe te passen op de integratie van eenige een- 
voudige lineaire, algebraïsche differentiaal-vergelijkingen. 

4e Prijs Poncelet (2000 frs.), 1916, voor een zuiver wis- 
kundig werk. 

De Prijs Vaillant (4000 frs.), 1917: alle oppervlakken te 
bepalen en te bestudeeren, die op twee verschillende wijzen 
kunnen ontstaan door de beweging van een kromme lijn. 

(Zie Comptes-Rendus 1914.) 

6e Prijs Montyou (700 frs.), jaarlijks, voor een uitvinding 
of verbetering van instrumenten op het gebied van land- 
bouw, werktuigbouw of wetenschap. 

ie Prijs Poncelet (2000 frs), 1917, voor een werk op het 
gebied der toegepaste wiskunde. 

8e Prijs Boileau (1300 frs), 1918, voor onderzoekingen 
op het gebied der hydrodynamica. 

Je Prijs Henri de Parville (1500 frs.), 1916, voor een oor- 
spronkelijk werk over werktuigkunde. 

10e Prijs Fourneyron (1000 frs), 1916, voor verbeteringen 
aan vliegtuigmotoren. 


185 


Uit Buitenlandsche Tijdschriften, 


290, Eigenschap van een gelijkzijdigen driehoek. 


P is gelegen op den omgeschreven cirkel van den gelijk- 
zijdigen driehoek ABC. AP en BP snijden BC en CA in 


X en Y. Men heeft nu BX Xx AY = AB?, zooals volgt uit 
de driehoeken ABX en YAB, 
AS BEARD, Educ. Times, 1912, Quest. 16968. 


291. Een raaklijn aan den ingeschreven cirkel, 


Een cirkel, die door de hoek- 
punten B en C van A ABC en 
door N, het middelpunt van zijn 
ingeschreven cirkel gaat, snijdt 
AB en AC ten tweeden male in 
D en E. DE raakt den inge- 
schreven cirkel. 

In den cirkel BDNCE is N 
het midden van boog BC, dus 
zal NE den hoek DEA halvee- 
ren, en ligt dus N evenver ver- 
wijderd van AC als van DE. 


Q. BOUSCHARAIN, Educ. Math. 1911. No. 3910. 
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Vraag en Antwoord. 


Antwoord op vraag 99, bladz. 141. Akte Kv 1911, integraal- 
rekening No. 2. 

Aan welke ongelijkheden moeten a en b voldoen, opdat de 
integraal 


Go a 
(let) gekr 
zot 


0 
beteekenis hebbe ? 
Hoe zouw men, wanneer de integraal bestaat, haar waarde 
met behulp van T'-functies kunnen uitdrukken ? 
De functie onder ’t integraalteeken mag voor lim # = 
oneindig klein worden, mits van een orde ) 1. Nu is 


1 
Tjan 
e A En 
(Ld of —1 DRE En zin 
EE ee El 

voor de orde v )1 oneindig klein, stellen wij =v, zoodat 
de functie wordt: 


oel) (te 


Bane Bac Rn en E 
dr 


v 
16 


voor a positief, en &=oo wordt de teller =1, en blijkt de 
functie oneindig klein te worden voor b41l—a—ev)0 
of b—a)v—l, maar v) 1 dus wv —l)0. 
Hieruit als eerste voorwaarde b>)a (a pos.) Schrijft men 
verder de functie 
GEEL nd ANS 
„tr 
1 
Di 
terwijl v/{l (de functie zelf mag dan oo worden), dan 
heeft men: 
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AE 1 
Aan am 


Bepaal door differentiatie van teller en noemer de waarde 
voor x= 0, dan heeft men: 


AS 


a—l a—l 
lim en: Es Ss ee 
a=0 TTE Cn 
ú en eel 
bH1l—v bt 


De teller wordt =1, de breuk heeft eene bepaalde waarde 
gelijk 0 voor b—v’ {<0 of b{v', en daar v’ <1, dus ook b 1. 
Men heeft dus voor a positief als voorwaarde: 

| a 461: 

Berekening van de integraal geschiedt nu door partiëele 

integratie. 


Stel (LF af — 1u, Edo, dan heeft men: 
2 ig 
e ©) asl 
le en ef (re 
b ip 
0 
Hieruit: 
ea! de __ a ET! 
b Tip mn 
d 0 % o (Ì+-@) Ì 
Deze, vergeleken met 
oo p—l 
Bp.g)= | EK Te 17 
o (1 +)? 1 
geeft: p=l—b, q=b—a. 


Hieruit heeft men, in B-functies: 
KS be Bl —b,b—al, en in [-functies 


-e Ellen d) 
b ['(1 —a) 

Teneinde voor a negatief, verband tusschen a en b afte 
leiden, heeft men, voor a’ stellende a — waarin dus a’ 


positief is — voor de functie 
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OE elk ze de 
B RESU, 


en ’t ordegetal voor #=0 weer wv voorstellende, waarbij 
v<1l, vindt men: 


( 


L 
PEI 


en als voorwaarde voor de bestaanbaarheid van dezen 
vorm (teller wordt 1) b +1 + a’ —v< 0, waaruit: 


bad <v—-lg0 
waaruit : b{—a! of ba. 
ef! 
Bovendien blijkt uit TE ‚ dat voor # = oo deze 
16 


functie slechts oneindig klein zal worden (teller wordt — 1) 
als tevens aan de voorwaarde wordt voldaan b +1 ) 0, of 
> —l. Hieruit volgt dus voor a negatief —1 <b{a{0. 


H. B. FiJNENBERG, Bergen (N-H.) 


e® 
af Ade) 1, Ep ED 
Zal de (5 Es He) de 
4 0 
bestaanbaar zijn voor de grens #=—=0, dan moet b <1 zijn. 


Patan 


Om te onderzoeken of | ai da: bestaanbaar is 
41 


1 
voor de grens x=—=oo, stelle men Antas waarmede de 
vorm wordt: 


7 zine a 
h EGER) 


Deze integraal is bestaanbaar voor z=0 als a—b1 <1, 
of a {b. Men moet dus hebben a {<b<{l1. 


N EE, eens dy 
| stelt men #= ej” james. ad een ‚ dan 
wordt 
es) 23 1 
srarnctidngd tjd =| arr 
hJ-1 DD 0-1 —_0-1 
0 ar gt (1 y° nT 


E — (a? 
EN Omdat ned 


F'(n—b)I(b—a) 
F (n —a) 
Hiermede wordt de gezochte integraal: 
al’ (1 — 6) ed T'(2— 5) 


eol Gra ka ER alde 
sjon lb. Radi zin ERD, 
men Finet | 
a bD(1—b) ed (1-5) 
=O) [Fi ti Bia) a 
be). hen nd 25 | 
nl TU Zj: 
_a T(b—a)T(1—5) den Hed 2) 
0 dns sn JI 
arb) 
BED bla 4 


J. v. Roon, Den Helder, 


De volgende beschouwing kan geen aanspraak maken 
op den naam van volledige oplossing, maar geeft een ander 
inzicht in datgene, waar het om te doen is, dan de alge- 
braïsche methoden. 

Denkt men de krommen y,=(l +4)" —1 en y, —=qt tl 
geteekend; de le gaande door het punt « = —1,y — 1, en 
beide door den oorsprong O, dan mag de verhouding 
v=Yi: Ys niet oneindig groot worden. 

De kromme y==v moet nabij #=0 en e= eenigszins 
den vorm hebben van een tak der hyperbool zy = k?, maar 
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moet in het oneindige een nauwer contact hebben met de 
assen dan die hyperbool. Want deze begrenst met een der 
assen en de ordinaat voor &=l een figuur, waarvan het 
oppervlak oneindig groot is, doordien men moet integreeren 
En Een kromme lijn a y=k?, geeft tusschen 1 en oo slechts 
een eindig oppervlak als p >) 1 is, want slechts dan geeft 


da 
— voor g=@ een waarde nul. 
45 

Voor @=0 heeft de kromme y‚ == 2x’ een aanraking van 
de (n—lje orde met de x-as. Van de kromme y=v, zou 
daardoor niet alleen de eerste ordinaat oo zijn, maar ook de 
n—l volgende ordinaten. Er zal dus alleen geïntegreerd 
kunnen worden als „ <2 is, dus b <1. 

De kromme y,‚ ligt dus tusschen de parabool y=? en 
de-rechte y= In. 

De krommen y‚ en y‚ mogen van O af niet divergeeren, 
en ook niet evenwijdig loopen, dus moet a { b +1 zijn, 
zoodat de krommen elkander behalve in O nog eens snijden. 


Was a=1, dan zou v = worden, maar daarbij zou 


Jb 
CRE 
geen eindig oppervlak mogelijk zijn. Daaruit volgt, dat de 
kromme lijn y‚ voorbij het punt O onder de lijn y = & moet 
liggen, dat dus a <1 moet zijn. 

q 
BS de bij integratie een eindige 
waarde geven voor @ ==, als b+1—a)l, dus ab. 

Zooveel te meer is dit noodzakelijk voor de kromme 
y= (LH) —1. 

Deze voorwaarde is ook voldoende. Want in het onein- 
dige is de verhouding y,‚ :y, gelijk aan die van hun afge- 
leiden, en de raaklijn voor eenzelfde waarde x= oo maakt 
bij de kromme y‚ =(l +#)* —1 een kleiner hoek met de 
x-as, dan die van de kromme y= af. V. 


a 
Was y‚ == , dan zou 


Vraag 100. Wie ds de uitvinder van den Pantograaf ? 
Br. 


Antwoord. De teekenaap, zooals het instrument in onze 
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taal heet, is in 1608 uitgevonden door Scheiner, die als 
rector van een Jezuieten-college te Neisze in Silezië werk- 
zaam was. G: 


Vraag 101, Men zie de vraag, gesteld aan het eind der 
eerste oplossing van vraagstuk 273, in dezen jaargang 
voorkomend. 


Vraag 102. Aan te toonen, dat bij een cubische kromme, de 
buigpunten op een rechte lijn liggen. 

(Czuber II, bladz. 379, 2te Aufl. 1906.) 

Bergen (N.-H.) H. B. FIJNENBERG. 


Vraag 103. Gevraagd de oplossing van vraagstuk Diffe- 
rentiaalrekening Kv 1914 no. 1. 

Van een viervlak zijn de inhoud en het grondvlak (dit laatste 
in vorm en grootte) gegeven. Gevraagd den top zoo te bepalen 
dat het oppervlak een minimum wordt. 

DR. Jon. A. VREESWIJK. 


Vraag 104, Gevraagd te bepalen : 
sin? sin Sa 
| ndr en | — de 


sin 3 © cos 2 
Den Haag. | J. Vv. D. HARST. 


Nieuw verschenen werken. ® 


(Door de Redactie ontvangen.) 


G. BOREL. Pennestrijd met Prof. Dr. F. Schuh. Naar aan- 
aanleiding van een recensie. 
Rotterdam, Nijgh en Van Ditmar's Uitgevers Mú, 1915. 


Dr. A. v. THIJN. Leerboek der Algebra, met vraagstukken, 
le deel, 2e druk 1914, f 1,25, geb. f 1,60. 
Leerboek der Vlakke meetkunde, met opgaven, 
le deel, 3e druk 1914, f 1,25, geb. f 1,60. 


*) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven. 
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Dr. A. v. THIJN. Leerboek der planimetrie, 1914, f 1,60. 
5 „ vlakke driehoeksmeting, 
ge druk, 1914, f 1,25, geb. f 1.60. 
Verzameling van planimetrische vraagstukken, 
1914. Met supplement f 1,50. 

Supplement, bevattende aanwijzingen tot het 
oplossen van de planimetrische vraagstukken. 
Groningen, J. B. Wolters. 


Dr. P, MOLENBROEK. Gronden der Werktuigkunde, door 
H. G. VAN DE SANDE BAKHUIZEN, 8e, geheel her- 
ziene druk. 

Zwolle, Tjeenk Willink, 1914, f 2—. 


F. J. VAES. Graphostatica, Vierde gedeelte: Wrijving. 
Met 181 figuren. 
Deventer, A. B. Kluwer, 1915, f 1,75. 
Technische Onderwerpen No.3, Hoof dzaken van 
de Graphostatica. 
Rotterdam, Boymans’ Boekhandel, 1915, f 0,78. 


H. J. ROBIJNS, Leerboek der vlakke Meetkunde. Tweede, 
herziene druk, 1914. 
‘s-Gravenhage, D. A. Daamen. 


H. A. DERKSEN en G. L. N. H. DE LAIVE. Leerboek der 
Vlakke Meetkunde, le deel 8e druk; 2e deel 6e druk; 
de deel 5e druk. 1914. 

—______ Theorie en Praktijk. Leerboek der Rekenkunde 
voor Hoogere burgerscholen, le deel, 5e druk, 1914, 
Zutphen, W.J. Thieme & Cie. 


H. VERHAGEN en G. SCHUTTE. Rekenboek voor Kweek- 
en Normaal-, H.B-, en M.U.L.O. scholen, 1e stukje, 
2e druk, f 0,35. | 

A. J. A. BUSQUET. Aanteekeningen over Rekenkunde, 
Stelkunde en Vlakke Meetkunde, f 1,—. 

’s Gravenhage, Joh. IJkema. 1914. 
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Verslag van een Mondeling Examen Kv. 


Integraalrekening. 
1 N 
ed KLR 1 — 
a. Bereken: | km ) de. 
0 
5 


| da 
_&. Gegeven: I= | v[(a—) (e—b)| 
EN hd | 


Bepaal En Wanneer is differentieeren onder het inte- 
graalteeken geoorloofd ? 


c Äls [re da =F (@), bewijs dan, dat 
b 


Í FdR =P (B) FP (a). 


db Í Í fe, y) dee dy. Definitie van bepaalde integraal. 
En Í | lg (? +y*)da dy. Geïntegreerd moest worden over 
HSP Perea ELL 
et gebied ; + pz=l. 
Substitueer : «&=au sin v 
| y = au COS v. 
Wat worden nu de nieuwe grenzen ? 
Differentiaalrekening. 


a. Gegeven: w= pr + qy —2, 


Rad gerda erde bugd, dte et ; 
de Pr oy Yar? TP dy > dy? TT 
B 1 ow dw WW AW dw 
dk òp ’ òq* dp? ’ òpdg ii dq? 
b. Gegeven: == f(ui, 42, Us, «+. Uy), waarin U, , Uz, 
Uzye--. Uy functies zijn van x. 
du 
4 ò òf òu òf du ò n 
Bewijs: Geef LL | eg OL, 


de du, dm | du, da du, dar 


Wiskundig Tijdschrift, 1le Jaargang. 13 
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c. Reeks van Taylor. Formule voor den algemeenen 
vorm van den restterm afleiden. Hiervan als bijzonder 
geval die van Cauchy en Lagrange. 

d. Een en ander over de algemeene middelwaardestelling. 


Beschrijvende Meetkunde. 


Orthogonale projectie. Gegeven: a en bals richtlijnen van 
een hyperbolische paraboloïde met H als richtvlak. De 
rechte a staat loodrecht op H. Verder een kegel, waarvan 
t grondvlak, een cirkel, in H ligt. Deze cirkel gaat door 
t snijpunt van a met H. De top van den kegel ligt op a. 
Bepaal punten der doorsnede van de paraboloïde met den 
kegel. Men vindt als doorsnede een C; en de rechte a. 
Met behulp van een veranderlijk vlak door a, vindt men 
telkens één punt der C,. Waar zijn de andere twee punten ? 
In een punt van die C, een raaklijn te construeeren. 

Gegeven: een loodlijn a op H en een lijn 5 van wille- 
keurigen stand, die de eerste kruist; verder een wille- 
keurig vlak V. Construeer een raakvlak aan de hyper- 
boloïde, ontstaan door wenteling van b om a, dat evenwijdig 
is aan V. Onderzoeken of het gevonden raakvlak werkelijk 
aan de vraag voldoet. 

Amxonometrie. Teeken een assenkruis. Gegeven een punt 
P en een rechte in XOY. Uit P een loodlijn op die rechte 
neer te laten. 

Perspectief. Gegeven: oogpunt, distantiepunt en de per- 
spectief van een zijde van een geliĳjkzijdigen driehoek. 
Voltooi dien driehoek. 


Analytische Meetkunde, 


ad. Uyt azdyz=a®. Wat stelt dit voor? 

Wat is een bundel, wat een net van oppervlakken ? 
Bepaal het net van oppervlakken, gaande door 

Rye rjb= 0, Mw TED My SE 

Gevraagd de meetk. plaats der middelpunten. 

Men vindt een 3e graads oppervlak. Hierover werd ’t een 
en ander gevraagd, o.a. de vergelijking van een raakvlak 
er aan in den oorsprong. 


hae vAn 
d arr page 
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Deze ellipsoïde wordt gesneden door een vlak z=h, 

Gevraagd de meetkundige plaats van de normalen der 
ellipsoïde in die doorsnede. 

Men vindt als meetk. plaats een 4e graads oppervlak. 
Stelt men in de vergelijking van dit 4e graads oppervlak 
z2== constant, zoo wordt de doorsnede met dit vlak een ellips. 
Waar is de andere 2e graads doorsnede? Wanneer wordt 
de doorsnede met dit vlak een stelsel van 2 rechte lijnen ? 
(dubbellijnen). 

c. Gegeven een parabool y? =?2px en een bol, die door 
den oorsprong gaat, en waarvan ’t middelpunt op de para- 
bool ligt. Gevraagd de omhullende van die bollen te 


bepalen. 
d. «&=—=asinv 
y==acosv 
zb, Wat stelt dit voor ? 
Elimineer v. Waar is nu de schroeflijn de doorsnede van ? 
Den Haag. Mej. H. v. D. H. 


Algemeene benaderingsmethode voor de reëele en complexe 
wortels van (numerieke) algebraische en 
transcendente vergelijkingen 


DOOR 
Dr. B. GONGGRIJP (Amsterdam). 


4 


Grondbeginsel en Geschiedenis. 


Om terstond met de deur in huis te vallen: het grond- 
beginsel van de hierna te behandelen methode is de scheiding 
van de wortels eener vergelijking door machtsverheffing. 


p 
Wanneer ae sk eb A zal ie —k?. In het algemeen 
Ì Ws; 


zal reeds voor beperkte waarden van p de grootheid k? 
elke willekeurig te stellen grens kunnen overschrijden, 
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zoodat w‚? en w‚P, al lagen ws en w, dicht bij elkander, 
ver uiteen zullen liggen, en zelfs van deren grootte-orde 
zullen zijn. 

Wij zullen in het vervolg b van hoogere grootte-orde 
noemen dan a, wanneer binnen de eenmaal vastgestelde 
grenzen eener berekening (in 5 decimalen ile 4 ten 


opzichte van b kan verwaarloosd worden (dus bijv. b hed kan) 


Wenscht men nu, dat ® ie 


dan moet dus — 
wal k 


End die Ker 


p 5 
of 7 > 105, dus P) oor: 
In onderstaand lijstje vindt men bij eenige waarden van 


k de vereischte waarden van p (naar boven afgerond) 
opgegeven. 


k= 1,1 
p=12i 


1,3 
44 | 35 


1,5 | 1,6 
29 | 25 


1,7 
22 


AE 
20 118 | 17 


; et os MO LOS 
Als w‚ en w‚, complexe getallen zijn, zal mod w, == k ge 
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steld kunnen worden. Dan zal 


mod wf _ (mod wf tat 


mod w,? _ (modw,)” 
De modulus van w‚? zal dan verdwijnend klein worden 
vergeleken met dien van w‚?,en dus zal w‚? dan weer ver- 
waarloosd kunnen worden ten opzichte van w‚?, 


S2. Op bovenvermelde eenvoudige grondgedachte ge- 
lukte het mij de algemeene methode op te bouwen, die den 
titel van dit opstel vormt. 

Terwijl ik hare ontwikkeling steeds verder zag voort- 
schrijden, en haar geldigheidsgebied gedurig verder leerde 
uitstrekken, kwam het mij steeds onbegrijpelijker voor, dat 
een zelfde gedachtengang nog nimmer te voren bij andere 
wiskundigen zich geopenbaard zou hebben. En werkelijk 
bleek mij bij onderzoek, dat de magische kracht der machts- 
verheffing reeds meermalen met goed gevolg in dienst 
gesteld was van de scheiding en benadering van de (reëele) 
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wortels van vergelijkingen. Zelfs vond ik meer dan ik 
gehoopt had: niet alleen trof ik sporen van dezelfde grond- 
gedachte aan bij Newton !), Daniel Bernouilli ?) en Euler 5), 
maar ontdekte ook in Grüffe den gelukkige, die als uit- 
vinder der methode mag gelden, — ten minste voor zoover 
de reëele en de moduli van de complexe wortels van alge- 
braïsche vergelijkingen betreft. 

Hoewel Fancceur *) als zijn voorganger genoemd moet 
worden, mag Gräffe's naam met recht verbonden blijven 
aan een methode, die geheel beantwoordt aan het ideaal 
van Lagrange, geformuleerd in diens „Mémoire sur la 
résolution des équations” van 1761: 

„Etant donnée une équation numérique, sans aucune 
notion de la grandeur ni de la nature des racines, en 
trouver les valeurs numeériques, exactes s’il est possible, 
ou aussi approchées qu'on voudra.” 

De methode heeft geen enkele voorbereiding noodig; de 
de theorema’s van Descartes, Rolle, Sturm enz. kunnen 
geheel buiten beschouwing blijven. De berekeningen, die 
zij vereischt, zijn beknopt en van zeer elementairen aard ; 
zij kunnen door eerst-beginnende wiskundigen met gemak 
en haast werktuigelijk verricht worden. De aard der wor- 
tels (reëel of complex) komt in den loop der becijferingen 
van zelf aan den dag. 

Gräffe zelf ging in zijn verhandeling, gepubliceerd in 
1837 en in 1839 bekroond door de Berlijnsche Academie, 
niet verder dan de bepaling van de reëele, en de moduli 
van de complexe wortels, in de onderstelling, dat deze 
grootheden onderling verschillend zijn. 

De methode vond spoedig een bewonderaar in den grooten 
astronoom Encke, die haar aanbeval en uitbreidde in een 
verhandeling, opgenomen in het Berliner Astr. Jahrbuch 


1) Arithmetica Universalis T. II Cap. IV: Sed ad radicem 
maximam propius accedes si quaeras summam quadrato-quadratorum 
et extrahas ejus radicem quadrato quadraticam, et adhuc magis, 
si quaeras summam cubo-cuborum et extrahas ejus radieem cubo- 
cubicam. Bt ita in infinitum. 

2) Comm. Acad, Petrop III. 

3) Introd. in Analysin Infinitesimorum, Lausannae 1748. 

t) Cours Complet de Mathématiques, $ 58, Paris 1809. 
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van 1841, en later op verzoek der redactie overgedrukt in 
Band XXII van Poggendorf's Annalen (p. 133. sqq). 

Hoewel door dezen herdruk voorkomen werd, dat het 
Berliner Astr. Jahrbuch voor Encke’s verhandeling het 
vergeetboek werd, vond de methode in Duitschland langen 
tijd niet de waardeering, die zij verdient. L. Matthiessen 
noemt haar alleen in het Litteraturverzeichniss van zijne 
„Grundzüge der litteralen Gleichungen”; in Weber’s „Lehr- 
buch der Algebra” wordt zij vluchtig besproken, maar 
daarbij wordt alleen acht geslagen op de reëele wortels 
van algebraïsche vergelijkingen. 

Een Spaansch astronoom, Miguel Merino, kreeg Encke’s 
verhandeling bij toeval in handen, en werd terstond een 
groot vereerder der methode. Zijn vrije vertaling van 
Encke’s werk werd met vele wijzigingen en toevoegsels 
een boekdeel van 260 bladzijden (1879). 

Na den Spanjaard Merino treedt de Franschman Carvallo 
als geestdriftig partijganger van Grätfe’s theorie op. Hij 
maakt er zijn „thèse de doctorat” over, die hij later uit- 
geeft als: „Méthode pratique pour la résolution complète 
des équations algébrigues ou transcendentes” (1896). In zijn 
historisch overzicht spreekt hij in de volgende bewoor- 
dingen over het beginsel van de scheiding der wortels 
door machtsverheffing: „Ainsi grossies, les racines sont 
séparées et immeédiatement mesurables, comme les objets 
fins et rapprochés sont séparés et rendus mesurables par 
le microscope.” Iets verder zegt hij: „Gräffe trouve toutes 
les racines par une opération plusieurs fois répétée, comme 
le mierographe augmenterait le grossissement par une 
série de verres gradués.” 

Na in Spanje en Frankrijk bewonderaars gevonden te 
hebben, komt de methode weer tot grootere waardeering 
in Duitschland. C. Runge heeft haar bijv. in zijn „Praxis 
der Gleichungen” !) een belangrijke plaats ingeruimd. 

Na bovengenoemde aanbevelingen zal nu een beknopte 
uiteenzetting der theorie, naar ik hoop, op genoegzame 
belangstelling kunnen rekenen. 


l) Sammlung Schubert XIV 1900. 


SEN, 


IT. 


Het Hoofd=theorema. 
BO 0, Zal 


B Ate A0, (1) 


een gegeven vergelijking. Wij noemen de wortels, gerang- 
schikt naar opklimmende volstrekte waarde of modulus 


Zi 9 Zy enz. . ee is 


Van (1) zullen wij overgaan op een nieuwe vergelijking, 
die de pe machten van de wortels van (1) tot wortels heeft. 
Dit geschiedt door te stellen : 


ge Mots 2! 
Wij zullen later *) bijzonderheden geven over de uitvoe- 
ring dezer substitutie, maar merken terstond op, dat de 


resulteerende vergelijking in y van denzelfden graad zal 
zijn als de gegeven vergelijking in z. Immers, blijkens 


y=z? (p geheel getal) zal met elken wortel van (1) slechts 
één enkele wortel van de nieuwe vergelijking overeen- 
stemmen, zoodat de laatste wortels in hetzelfde aantal 
aanwezig zullen zijn als de eerste. °) 

De resulteerende vergelijking moge voorgesteld worden 
door :- 


—l ik 
v+By TT By dn dB4tB,=0. (9) 


en „eindvergelijking” genoemd worden. 

Als p groot genoeg is, zal elk paar wortels van verschil- 
lende grootte, of van verschillenden modulus van de verg. (1), 
overgaan in een tweetal van verschillende orde van (2), 
terwijl een groep wortels van gelijke grootte of modulus 
overgaat in een groep dergelijke wortels der eindverge- 
lijking. 

Allereerst zal nu worden bewezen het volgende 

Theorema. Als vz van hoogere (grootte-)orde is dan 
yy, valt de eindvergelijking uiteen in: 


1) Zie S 5. 
2) Bovendien kan men volgens de methode van Sylvester 
gemakkelijk de resultante in determinant-vorm voorstellen. 


jee Ke LB y= ka De . (8) 


ies Orne + B, ee 


De eerste dezer vergelijkingen bevat (afgezien van k 
wortels=0) de n—k grootste wortels van (2), de tweede 
de k kleinste wortels. 1) 


Bewijs. Als yyyj van hoogere orde is dan yy, is dit 


à fortiori het geval ten opzichte van yj__1, yx--9) «…--- da 
Nu is: 

—B, =H eg + je Dt}: 
Be Wellnes 1 zi trade it | | : 


nn Yr Inl dali: eaf In3 dipzd Vet L | 


nk B 
GI) B jute URART EN git | | d 


Tusschen [ | denke men telkens vereenigd de termen, 
die blijkens de praemisse van het theorema van lagere orde 
zijn. Doet men dit, dan blijken terstond y,, yy, «…… Y4 1 
de wortels te zullen zijn van 


gi Bg HB re ee EN 
of van —_ U HBiyt THBgh Zak B 
Dat verder 
Bead + Be uz WT Edet B, =0 
juist de wortels y‚, y‚ 4,---4, bevat, kan bijvoorbeeld 
blijken door (2) op omgekeerde wortels te nemen. 


Noemen wij p= dan ontstaat 


Ba 4 Bf de Bint 120, 
Door de omkeering zijn nuy,, 4, 
gegaan in n,, 1,1» 


5 


‚Yj.s Irie 
tree el One en 


Ben wortel zal hier steeds grooter heeten dan een andere, als 
zijn volstrekte waarde of zijn modulus dien van de andere overtreft. 


O.a. is Er An enn__p= En 
Ih IH 
On 
Als vroeger . On, Zal it 
Ir PED 


en dus n,_; ‚1 Van hoogere orde zijn dan 7, 7 


Volgens het reeds bewezen eerste deel van gin theorema 
zal dan de vergelijking 


n n—l 
Bn ig Bie urnen Ep A me 
juist de wortels Dr nin tener pg bevatten. 


nk 


Door nu weer in te ie nee men dat 
Eat rh ad far) „Jr B,=0 
juist de wortels y,, ys,-..y) bezit. 


Hiermede is het gestelde in zijn geheel bewezen. 
Opmerking. In het bewijs wordt alleen ondersteld, dat 
Uy VA hoogere orde is dan y,; onder y, ‚yy, en Ur 


Ia: Y, Mag een willekeurig aantal groepen wortels 


van gelijken of vergelijkbaren modulus voorkomen. 


S 4. Beschouwen we nu eens een groep van l wortels, 
volgende op Yy,» dus Ir” Io Ure 

Onderstellen wij y, Ji VN hoogere orde dan y,, maar 
Iz VAN lagere orde dan TE 

Uit het theorema volgt dan: 

Ï. Be Din id je dr indat B, ap 
heeft tot wortels: 

Srl dhl Ir IVi 

De Bt +Be pad dd B,=0 

heeft de wortels: 
In, Vrt jse 91 

80. De / wortels Iper Ipa ee Uil 

zullen juist bevat zijn in: 
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L— ko 
Dn vie IE Dre Lel ve ijs Dee B vd. 

Derhalve: 

Voor een groep van l wortels, waaraan een wortel van lagere 
orde voorafgaat, en waarop een wortel van hoogere orde volgt, 
kan dus een groep van Ul 1 opeenvolgende termen uit de 
eindvergelijking gelicht worden. 

Door deze eigenschap kan men de wortels van gelijken 
modulus afzonderen. Zij is echter ook van groot nut in het 
geval, dat er in een vergelijking een beperkt aantal wortels 
van weinig verschillenden modulus voorkomt. Deze wortels 
zullen nl. slechts bij verheffing tot een macht met belang- 
rijken exponent p, tot verschillende orden gebracht kunnen 
worden, terwijl dit voor de overige wortels wellicht reeds 
voor een zeer bescheiden waarde van p mogelijk zal zijn. 
Men kan zich met behulp van deze eigenschap dus dikwijls 
zeer beperken bij de keuze van den exponent p. 

Het bovenstaande wordt toegelicht in voorbeeld III, 

Eerst dienen echter enkele bijzondere gevallen van het 
theorema te worden beschouwd, en de middelen besproken 
te worden, waardoor de eindvergelijking op de eenvoudigste 
wijze wordt gevonden. 

Hebben alle wortels verschillenden modulus, dan valt de 
einvergelijking uiteen in: 

y+B,=0, Biy+B,=0, Boy + B3=0, ………. 
B, 9y+B, _j=0 en B, 74 +B,=0. 


B 
De kleinste wortel is dan y,‚=— B 5 ‚ de grootste 
n—l 
y„==— B,; in het algemeen zal 
B 
n—k-1 
Vn En 65) 
Â Diek 
Uit y‚ zal dan volgen: 
B 
ze _Akrl 
7 OE 


Hieruit vindt men dan onmiddellijk den modulus van z,; 


het argument vereischt nader onderzoek. Immers, als het 
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argument van y‚, afgeleid uit (5), =p is, zal dat van 
SE ‚als m een: der waarden 0, 1, 2, .….…. pl 


voorstelt. Het argument van z, blijft dus voorloopig tot op 


BT 


d 27 
eenige malen OD onzeker. 


De middelen ter nadere vaststelling van dit argument 
zullen later worden besproken. 
Zijn alle wortels twee aan twee geconjugeerd-complex, 
(of gelijk), dan zullen y„ en y‚_j volgen uit: 
vireBryst Bij 
verder yo en y_3 uit: 
B,y? + Boy + B, =0; 
en zoo vervolgens; 
de beide kleinste wortels y‚ en y‚ zullen bevat zijn in de 


vergelijking : 
Bo yi Bi yr B, arl, 
(Wordt vervolgd.) 


Over de Meetkunde van den Passer ” 


DOOR 
Dr. P. VAN GEER (Den Haag). 


I. 


Dit onderwerp werd het eerst behandeld door L. MA- 
SCHERONI (1750—1800) in zijn werk „La Geometria del Com- 
passo”’, verschenen in 1797 te Pavia, waar de schrijver 
hoogleeraar was aan de universiteit. In 1798 verscheen van 
dit werk te Parijs een Fransche vertaling door CARETTE 
onder den titel „Géométrie du Compas”. 

Volgens Poggendorff’s Handwörterbuch overleed MASCHE- 
RONI te Parijs, waar hij vertoefde als afgevaardigde zijner 

1) _Mascheronische constructies. 


Zie W. T. TI, bladz. 144; IV, bladz, 269; VII, bladz. 77, 172; 
RADEN blädzir50j20 ser XI; blade, 71: Red. 
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regeering bij de internationale commissie „des poids et des 
mesures’, waarvan ook onze landgenoot VAN SWINDEN lid was. 

In de gewone leerboeken der Euclidische meetkunde 
wordt van de talrijke en fraaie constructies, die bovenge- 
noemde werken bevatten, geen melding gemaakt; noch in 
het uitgebreide leerboek van ROUCHÉ et DE COMBEROUSSE, 
noch in dat van DE GELDER ten onzent, wordt het werk 
van M. aangehaald. 

Eerst vele jaren na de uitgave werd het in verschillende 
verhandelingen besproken. Zoo verscheen in 1890 in de 
Wiener Sitzungsberichte een opstel van A. ADLER, waarin 
de M.sche constructies worden aangevuld door toepassing 
der inversie-leer, terwijl in 1897 de Mathematische annalen 
een opstel bevatten van L. GERARD, waarin een constructie 
van den regelmatigen 17-hoek op M.sche grondslagen wordt 
voorgesteld. Eindelijk bevat de laatst verschenen Maart- 
aflevering van „the Mathematical Gazette” een opstel van 
prof. E. W. HoOBSON over dit onderwerp onder den titel: 
„On geometrical constructions by means of the compass”’. 

Een en ander geeft mij aanleiding hier eenige beschou- 
wingen aan dit onderwerp te wijden. 


II 


In het werk van MASCHERONI komen uitsluitend met 
behulp van een passer constructies voor van de bekende 
regelmatige veelhoeken, van de snijpunten eener door twee 
punten bepaalde rechte met een gegeven cirkel, van het 
middelpunt van een gegeven cirkel, van het punt gelegen 
midden tusschen twee gegeven punten, van de verdeeling 
van een afstand in gegeven of in uiterste en middelste reden, 
alsmede tal van andere constructies, alle even fraai en 
sierlijk. Doch een paar zijner constructies maken hierop 
uitzondering, omdat daarbij gebruik wordt gemaakt van 
het construeeren van een vierde evenredige tot drie ge- 
gegeven afstanden, leidende tot omslachtige, en door over- 
brenging minder nauwkeurige, manipulaties. 

Deze zijn : de constructie van een cirkel door drie gegeven 
punten, en de constructie van het snijpunt van twee rech- 
ten, elk bepaald door twee harer punten. Deze M.sche 
constructies zocht ik door andere te vervangen. Na hierin 
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te zijn geslaagd, zond ik de eerste aan den redacteur van 
dit tijdschrift ter opname; deze zond mij toen ter kennis- 
neming de bovengenoemde, tegelijkertijd met mijn opstel 
ontvangen aflevering van „the Mathematical Gazette”, waarin 
de verhandeling van Prof. HOBSON voorkomt. 

Dit gaf mij aanleiding om aan mijn onderzoek eenige 
uitbreiding te geven, welke nu in dit opstel voorkomt. 
Want ook HoOBSON geeft een constructie der beide genoemde 
vraagstukken, doch een geheel andere, omdat daarbij, op het 
voetspoor van ADLER, gebruik wordt gemaakt van de in- 
versie, terwijl de mijne, met terzijdestelling van dat beginsel, 
zich onmiddellijk bij de M.sche constructies aansluit. 


EEN 


Ter vereenvoudiging verstaan wij hier onder AB de 
rechte, bepaald door twee harer punten A en B; onder 
C(D) den cirkel, waarvan C is het middelpunt en gaande 
door het punt D; onder (ABC) den cirkel, gaande door de 
drie punten A, B, C. 

Verder merken wij op, dat volgens bekende eigenschappen 
de inversie van een cirkel C(D) gaande door het middel- 
punt O van den inversiecirkel O (P) is de rechte SS’, gaande 
door de snijpunten der beide cirkels, terwijl de inversie 
van het middelpunt C, is het punt 0’, symmetrisch gelegen 
met O ten opzichte van SS’. Hoe een punt A’, symmetrisch 
van A ten opzichte eener rechte BC, wordt geconstrueerd, 
behoeft hier niet te worden aangewezen. 

Hiervan uitgaande behandelt HoBSON de volgende con- 
structies : 

le. Gegeven (fig. 1) een cirkel A(B) en een punt C, de 
inversie C’ van C te construeeren. 

Oplossing. Beschrijf cirkel C(A), die den gegeven cirkel 
snijdt in P en Q. Trek de cirkelbogen P(A) en Q (A), dan 
is hun snijpunt C’ het gevraagde punt. De constructie gaat 
niet door als CA kleiner is dan de halve straal; hoe dan 
te handelen, zal later blijken. 

2e. Gegeven (fig. 2) drie punten A, B, C. Gevraagd cirkel 


(ABC) te construeeren. 
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Oplossing. Beschrijf cirkel A (B) Bepaal hierin volgens 
le de inversie C’ van C; vervolgens A’ symmetrisch van 
Á ten opzichte van BC’ en M als inversie van A’ ten op- 
zichte van cirkel A (B), dan is M het middelpunt van den 
gevraagden cirkel. Alle noodige constructies (9 cirkelbogen) 
zijn in de figuur aangegeven. 


Fig. A. Fig. 2. 


3e. Gegeven twee rechten AB en CD; gevraagd het 
snijpunt S te construeeren. | 

Oplossing. Beschrijf uit een willekeurig middelpunt O 
met willekeurigen straal een cirkel. Bepaal hierin A’, B’, 
C’, D’, als inversies van A, B, C, D. Beschrijf de cirkels 
(OA’B') en (OCD), en zij S’ hun tweede snijpunt. Dan is 
het gezochte punt de inversie van S’ ten opzichte van 
den eersten cirkel. 

4e. Gegeven een rechte AB en een cirkel C(D), ge- 
vraagd hun snijpunten te construeeren. 

Oplossing. Construeer volgens le de inversies A’, B’ van 
Á, B, ten opzichte van C(D); vervolgens den cirkel (CA’B') 
en de snijpunten van dezen met C(D). De inversies dezer 
punten ten opzichte van C(D) zijn de gezochte snijpunten. 
Deze constructie gaat niet door, wanneer de beide cirkels 
elkander niet snijden. Dan moet een derde inversie-cirkel 
worden aangenomen. 

De beide eerste constructies zijn voldoende, doch van de 
beide laatste kan dit niet gezegd worden ; zij zijn omslachtig, 
daardoor licht onnauwkeurig, en niet voor alle liggingen 
der aangenomen punten geldig. | 
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Zoo mogen nu mijne oplossingen dezer vraagstukken 
volgen. Vooraf de constructie van MASCHERONI voor 4e, die 
beter voldoet. 

Zij AB (fig. 3) de rechte, M(C) de cirkel. Construeer M’ 
symmetrisch met M ten opzichte van AB. Beschrijf een 
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cirkelboog met M’ als middelpunt en MC tot straal, die 
cirkel M(C) snijdt in P en Q, dan zijn deze de gezochte 
snijpunten. 

Deze constructie gaat altijd door als AB cirkel M(C) 
snijdt, behalve wanneer A, B met M op één rechte liggen. 


q \ 
Fies, Fie.6: 


In dat geval is één der beide punten b.v. A voldoende, en 
handele men als volgt. 

Trek (fig, 4) uit A als middelpunt met een willekeurigen 
straal een cirkelboog, die M (C) snijdt in Pen Q. De middens 
der beide bogen PQ zijn de gezochte snijpunten. Om deze 
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te bepalen, beschrijft men de cirkelbogen Q(M) en P(M), 
en neemt hierop bogen RM = RM =PQ. Beschrijf vervol- 
gens de cirkelbogen R’(P) en R(Q), elkander snijdende in 
T, en met den straal MT cirkelbogen uit R en R’ als mid- 
delpunten; deze bogen zullen elkander in de gezochte 
punten S en S’ snijden. Op gelijke wijze kan men elken 
cirkelboog middendoor deelen. 

Hierbij voegen wij nog de volgende MASCHERONISCHE 
constructie. 

Gegeven (fig. 5) de punten A, B. Gevraagd op AB de 
punten C en D zoodanig te construeeren, dat BC = BA 
en DB=DA. . 

Oplossing. Beschrijf de cirkels B(A) en A(B). Zetop den 
eersten vanaf A driemaal den straal, dan komt het uiteinde 
in C. Beschrijf cirkel C(A), die A (B) snijdt in Pen Q. Ver- 
volgens de cirkelbogen P(A) en Q (A), die elkander snijden 
in D. Op overeenkomstige wijze kan een gegeven afstand 
ver-n-voudigd, en in „ gelijke deelen verdeeld worden. 
Van deze constructie kan worden gebruik gemaakt om de 
constructie van fig. 1 te volbrengen, ingeval CA kleiner is 
dan de halve straal. 

Ook kan hieruit worden afgeleid het kenmerk of erie 
punten in één rechte zijn gelegen. 


V. 


Thans kunnen wij overgaan tot de nieuwe constructies. 

le. Den cirkel te beschrijven, die door drie gegeven 
punten gaat. 

Constructie. Zijn A, B, C (fig. 6) de gegeven punten Be- 
schrijf cirkel A (B), en construeer volgens fig. 3 het punt D, 
waar BC dezen cirkel snijdt. Trek boog C(D), die cirkel 
A(B) snijdt in EK. Beschrijf cirkelbogen E(A) en B(A), 
elkander snijdende in PF, vervolgens F(A), die A(B) snijdt 
in Pen Q. Eindelijk de bogen P (A)en Q (A); hun snijpunt 
is het gezochte middelpunt M. 

Ook hier zijn als in fig. 2 alle constructies (10 cirkelbogen) 
aangegeven. Het bewijs kan den aandachtigen lezer over- 
gelaten worden. 

De constructie van fig. 6 eischt één cirkelboog meer dan 
die van fig. 2, doch zij is rechtstreeks, en sluit zich dus beter 


AN da af Pd 
Ï . 
al 
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bij de M.sche constructies aan. Zij gaan in elkander over 
voor AC=AB, zoodat A ABC geliĳjkbeenig is; dan valt 
(fig 6) E in C, hetgeen de constructie zeer vereenvoudigt. 

Is de driehoek rechthoekig in B, dan valt M midden 
tusschen A en Cs; hieruit kan men het kenmerk afleiden 
of een driehoek rechthoekig, stomphoekig of scherphoekig is. 

Uit deze constructie kan tevens worden afgeleid die van 
het middelpunt eens gegeven cirkels. Zij toch (fig. 6) (ABC) 
gegeven, M onbekend; neem dan op den cirkel het punt 
Á willekeurig, de bogen AB en AE gelijk, en de verdere 
constructie blijft onveranderd. 

2e. Gegeven twee rechten AB en CD; hun snijpunt te 
construeeren. 

Constructie. Construeer (fig. 7) twee willekeurige, maar 
ten opzichte van AB symmetrisch gelegen punten P en Q, 
verder R symmetrisch met Q, ten opzichte van CD, dan is 


het middelpunt S van cirkel (PQR) het gezochte snijpunt. 

Deze constructie wordt zeer vereenvoudigd, door P met 
D of C te laten samenvallen, want dan wordt A PQR 
gelijkbeenig. 

Meet men een hoek door den overeenkomstigen cirkel- 
boog, dan kan de hoek tusschen de rechten AB en CD 
geconstrueerd worden. Want zijn A/B’ en C/D’ de snijpunten 
van AB en CD met den cirkel, dan is de gevraagde hoek 
gelijk boog A/C’. Neemt men, zonder op het snijpunt S 
te letten, een willekeurigen cirkel, dan is de hoek = 
1 (boog A/C’ + BD), al naarmate S binnen of buiten dezen 
cirkel is gelegen. Zijn de bogen A/C’ en B’D’ even groot 
(in gelijken zin), dan zijn de rechten AB en CD evenwijdig; 

Wiskundig Tijdschrift, 11e Jaargang. 14 


210 


hier ligt dus het kenmerk voor de evenwijdigheid van 
twee, door punten bepaalde, rechten, 

Aldus kunnen al deze constructies der Euclidische meet- 
kunde uitsluitend met een passer worden volbracht. 


Nieu Se HR Jee 


Het bewijs der op bladz. 71--12 gegeven constructie vindt 
men in het hier vooraf gaande. 

Dat van de 2e constructie is als volgt: 

DG deelt AB, EF deelt AC loodrecht middendoor, dus 
DG en EF snijden elkander in het gezochte middelpunt. 

DEFG is een gelijkbeenig trapezium, DHFG een paral- 
lelogram, dus liggen E. H en D op een rechte lijn. 

Daar A EDI A EKH, is Z DEI Z HEK ROS en 
E, Ten K ook op een rechte lijn. 

A HIE A DEK, dus 

HE: HIS DEEDEK 
Maar HI=HF, en DK = DM dus 
HRE DEM 
zoodat A DEM — A HEF, waaruit volgt: / DEM = 4 HEEF. 

Dus valt EM samen met EF, en wegens de symmetrie 
valt DM samen met DG, bijgevolg is M het middelpunt. 

Zijn drie punten A, B en C gegeven, dan beschrijve men 
uit B een cirkel met AC, en uit C een cirkel met AB als 
straal. Deze bepalen een punt P zoodanig, dat ABCP een 
gelijkbeenig trapezium is, beschreven in den gezochten 
cirkel. 

Beschrijf uit A en B een cirkel met straal AB; deze 
snijden elkander in D en G; beschrijf uit Cen Deen cirkel 
met straal CP; deze snijden elkander in E en F. 

Volgens de voorgaande constructie kan men het snijpunt 
M bepalen der lijnen DG en EF. 

De schrijver, Dr. K., verwijst naar HERrBST, Unterrichts- 
blätter Tg XV 1909, 0N0. 2, 


In „Lijnteekenen” (uitgever Noordhoff, Groningen) komen 
de Mascheronische constructies voor, welke voor het prac- 
tisch teekenen bruikbaar zijn, evenals een enkele con- 
structie uit de meetkunde van de liniaal met evenwijdige 
zijden. | Red. 
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Eigenschappen van figuren op den bol afgeleid uit 
vlakke figuren 


DOOR 
J. N. VISSCHERS, (s-Hertogenbosch). 


(Vervolg van bladz. 172.) 


Il. Stelling. Een boldriehoek met 2 constante zijden is 
’t grootst als de ingesloten hoek gelijk is aan de som der 
twee andere hoeken 

Bewijs. De boldriehoek zal een maximum zijn, als / B = 
LE in den vlakken driehoek een maximum is. Beschouw 
nu BC =ecos bacosb vast, beschrijf uit C met sin } asin $b 
als straal een cirkel, dan is 't duidelijk, dat B ==} E een 
maximum wordt, als cos{c raakt aan dien cirkel. Maar 
dan wordt y—}!E=90° of 2y=180 HE of y=a tf. 


12. Stelling. In een boldriehoek met de zijden a, b en c 
en den rechten hoek a heeft men de eigenschap 

sin? la—=sin? }beos? 4e + eos? tb sin? te. 

Bewijs. In den vlakken driehoek met de zijden sin ta, 
sin sbcoste, costbsin te wordt in dit geval / A =a == 90°, 
Volgens Pythagoras hebben wij dus onmiddellijk : 

sin? a—=sin?  beos? Le +- eos? 1 bsin? Fe. 


13. Als in bijgaande figuur 1 de zijden der driehoeken 
PQR en PST de daarbij aangegeven lengten hebben, dan 


PCOS 
PT =sin 3 b sin 4 c. 
ST =ecostbeos te. 
PQ =sindc. 
RQ =ecos4b sin ta. 
PR = sin {becos ta. 


Wig. 4. 


zullen RS en TQ, evenwijdig loopen, daar de genoemde 
driehoeken evengroot zijn. Wij kunnen dus de zijden be- 


212 


rekenen van driehoek UTR, waarvan de hoeken zijn U = 
L—E, « en y en vinden 
RT =sin4b(costa—sindc), 
RU = cos }bsin }acos}a:(cos ld sin4c), 
UT =ecos 4bsintceeos be: (eos la d-sin te) 
De hoeken £ —E, « en y komen dus ook voor in den 

met dezen geliĳjkvormigen driehoek, wiens zijden zijn 
sin $b (cosa + cos c), sinacos }b, sin ccos Ì 


14. De tangensregel uit een vlakke figuur. Zij nu ABC 
(fig, 2) een driehoek met de hoeken a, ,—E en y en de 
zijden sinacos}b, sin $b (cosa + cosc), sin ccos 3 b. Passen 
wij op dezen driehoek den tangensregel der vlakke drie- 
hoeksmeting toe, dan volgt: 

tejlat-y). cosib(sinad-sinc) _ te biade) 
tgl(a—y) costb(sina—sine) tgi(a—c) 

Hierbij is verondersteld costa)sin!tc of a+ ec < 1800. 
Is cosa {sin be, dan komt men tot een driehoek met de 
hoeken E—£, 180° —a, 180° - y en kan dezelfde rede 
neering toepassen. Verder heeft men nog t geval 

costa=sin lu=sinde of at c=—= 1800, 


AB = cos }bsin 4 c. 
AC =sin 4beos 4e, 
BC =sin}a. 


3 KO 


15. De formules van Delambre uit een vlakke figuur. Zij 
ABC (fig. 2) een vlakke driehoek met de hoeken a, @—! E, 
y—}E en de zijden sin la, sin4bcos}tce, cos }tbsinde. 
Neem AD =AG= AC, verbind C met G en laat uit B de 
loodlijn uit BL neer op CG, dan is 

GL = (cos 3 bsin4ce— sin $beos te) sin Jas 
CL =sin 4 (b Hc) sin Ja; BL == sin 4 (ce —b) cos Sa, 
LBCL =| (y — 6). 
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In driehoek BCL hebben wij nu: 


hor EEN MDR, 
sink! fs je feae bi COS '/sc0 


SIT 
sin '/, (y — 8) sin !/, (c—b). 
of 5 == zi ; 
GOS Sine 
Sin (bt 6) SI bj, 
GOB Ie pg OE Le 
cos !/, (y— 6) sin !/,(b+c) 
of IE 
Sinise Sin A0 
Ee is (y rn =t Ere Cot AE a, 


16. Passen wij dezelfde redeneering toe op driehoek 
ABC met de hoeken 180 —a, !/, Eena — !/, Een de zijden 


AB =s'C08!! | beos fd? 
AGS EIST AND IE, 
BOE COB D. 


cos '/„ a, sin !/, bsin '/,e, cos !/, beos!/,e, dan vinden wij 

een rechthoekigen driehoek BCL, waarin / CBL = !/,(@+), 

MORE Dc to8 Tj A Bros kl (be) sin: tz a, 
Hieruit lezen we af: 

4 GOS8T/s (be) sin t/, a 


COS !/, (By) cos IJ, a 

î COS I/, (BH) _cOS!/, (bHC), 

S RLD er COS 
ze _C08 !/ (b —c) Cos '/y a 
sin '/, (24 y)= cos 1], a 

of sin'/,(B +7) cos '/a(b—e) 


Goeree CON Et LN 
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cos 1/, (b —c) 


tg 1, (LH) = cos '/, (b+-c) 


COLE 


17. Zij ABCD een bolvierhoek met de hoeken «, £, 
en ò beschreven in een kleinen cirkel, zij AB =a, BC =b, 


AB = cos t/o GICOEEEN 
BC = sin 'emsinn 1e 
CD == sintt/ SIOE 
DA COS TS € COS 
AG GOS 


Pie. 4 


CD =c, DA =d, AC=e dan kunnen wij twee vlakke drie- 
hoeken construeeren ACD en ACB, waarin AC == cos !/, e, 
AD = cos. 1/, ce cos Us de CD =S Sin or CATE 
ÁB = cos !/, a cos-1/b „BG == sine! GET 
terwijl B en D aan verschillenden kant van AC komen te 
liegen. De twee driehoeken vormen dan slechts één drie- 
hoek ABD, omdat / ACD + / ACB = 2 + y — !/, E == 180% 
(E ’t spherisch excès van den bolvierhoek.) Verder is 

PRIO A Deanne 


18. Uit dezen driehoek kunnen wij nu verschillende 
formules afleiden, bijvoorbeeld: 
sin '/,(s—a) sin! /,(s—b) sin '/,(s—c) sin !'/,(s—d) 
ee Vn acos !/,beos!/.eeost/,d 
ein veen sin!/,(s—b) sin!/,(s—c)sin!/,(s—d) 
KA _cos!/, s COSÌ/;(s—a—d) cos!/; (s—b—d) 8 
cos 1/, (s—c -d) 


tg I/, ò= 


sin!'/,(s—c) sin! /„(s—d) cos! /,(s—b—d) cos! /,(s—b—c) 
V sin!/,(s—a) sin!/„(s—b) cos!/,s cos ‘/‚(s—e—d) ° 


Voor den bolvierhoek, waarin en waarom een kleine 
cirkel kan worden beschreven, heeft men o.a: 
sini At ate kb Leral le ENEN 
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Het raakprobleem van Apollonius als daarin gelezen 
wordt voor „raakt”: onder (een) willekeurig gegeven 
hoeken (hoek) snijdt 


DOOR 
L. E. A. T. TER HAAR (Utrecht). 
(Vervolg van bladz. 110.) 


De inversie stelt ons in staat door een eenvoudige rede- 
neering tot de oplossing van het vraagstuk PPC te geraken. 
We maken daartoe gebruik van de volgende regels: 
de hoek, die twee lijnen met elkander maken, verandert door 
de inversie niet in grootte, en de inversie van een rechte 
lijn is een cirkel, die door den oorsprong gaat. 

Nemen we dus in fig. 3 een inversiestelsel met A als 
oorsprong en de macht van A tot den gegeven cirkel als 
macht, dan is de inverse figuur van den gegeven cirkel 
die cirkel zelf, en dus wordt de gevraagde cirkel de inverse 
van de rechte lijn {snijrichtingslijn genoemd), die den ge- 
wenschten snijdingshoek met den gegeven cirkel maakt, 
en door het inverse punt van het punt B gaat, waaruit 
volgt: macht A = AB X AC. 

Bij de oplossing van CCC springt de inversie onmiddellijk 
in ’t oog. De geconjugeerde cirkels toch zijn elkanders 
inversen, als men den orthogonalen als inversiecirkel bezigt. 

Wegens haar overeenkomst met ’t geen volgt voegen we 
deze twee regels hier tusschen: 

De cirkels, die twee cirkels normaal snijden, gaan in ’t alge- 
meen door twee vaste punten (deze liggen 
op de middelpuntsas en verdeelen beide 
middellijnen harmonisch). 

De middelpunten dier orthogonale cir- 
kels liggen in de machtlijn ; trekken we 
dus (fig. 16) uit eenig punt A dier lijn 
een raaklijn AB, vereenigen M met A 
en B, en beschrijven een cirkel met AB 
Fig. 16. als straal, die de middelpuntsas in D 
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snijdt, dan wordt AB? = AM? — BM?, AC? = AM? — MC? en 
AB?—AC?=CD?= MC?-—BM?, wat constant is ; omgekeerd: 

Alle cirkels, die door die twee vaste punten gaan, snijden de 
gegeven cirkels normaal. 

(De macht van C is dus ten opzichte van de gegeven 
cirkels gelijk aan die ten opzichte van de orthogonale, 
doch met tegengesteld teeken; laat men de middelpunten 
der cirkels elkander naderen, dan worden ze tegelijkertijd 
—0, en verwisselen van teeken bij raking, dan vormen de 
orthogonale twee involutiebundels, één boven en één be- 
neden de middelpuntsas.) 

Uit de oplossing van CCC volgt nog, daar de gelijkvor- 
migheidsassen der hulpeirkels bij gelijkheid der 3 snijdings- 
hoeken dezelfde blijven als die der gegeven cirkels, wat 
de waarde dier hoeken ook zij, en de orthogonale van de 
grootte dier hoeken onafhankelijk is: 

Alle cirkels, die & cirkels onder gelijke hoeken, en op dezelfde 
wijze (wit- of inwendig) snijden, en hun geconjugeerde, gaan door 
2 vaste punten ; 

en omgekeerd: 

Alle cirkels, die door die 2 vaste punten gaan, snijden de 3 
cirkels onder gelijke hoeken (of geen van alle). 

In ’t algemeen zijn er vier zulke paren punten. 

Als vroeger is het geval van niet-snijding der cirkels, 
die alle inwendig, met die, welke alle uitwendig snijden, 
buiten beschouwing gelaten. Doet dit zich voor, dan vormen 
ze een involutiebundel, omdat bovendien de middelpunten 
in een rechte lijn liggen, en ze een gemeenschappelijke 
machtlijn bezitten. 

Het middelpunt van den bundel is het voetpunt van de 


loodlijn, uit het machtpunt der gegeven cirkels op de uit-_ 


wendige gelijkvormigheidsas neergelaten, de basis is die 
loodlijn zelf, terwijl de macht gelijk is aan de macht van 
dit punt ten opzichte van den orthogonale. Hierdoor zijn 
ze ook door één gegeven méér geheel bepaald. 

Een eigenaardige toepassing van die regels moge hier 
een plaats vinden. 

Gegeven een punt A en twee cirkels O, en O,; men 
vraagt een cirkel te beschrijven met A als middelpunt, dic 
de beide cirkels onder gelijke hoeken snijdt. 
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Voegt men er in gedachte een cirkel O, bij, met een straal 
en een middelpuntsafstand tot A als die van O,, doch overi- 
gens willekeurig gelegen (uitgezonderd met ’t middelpunt op 
de middelpuntsas van O, en O,, daar dit, zooals voor de hand 
ligt, geen zin zou hebben en dan ook tot onbepaaldheid 
leidt), dan is het duidelijk, dat die cirkel O, door den ge- 
vraagden cirkel juist zoo moet gesneden worden als O,; 
nu construeeren we de geliĳjkvormigheidsassen en den 
orthogonale der 3 cirkels, om een der vaste punten te ver- 
krijgen, en daar het middelpunt gegeven is, heeft men dan 
den gevraagden cirkel. We hebben echter slechts twee 
dier assen te beschouwen, want daar O, en O,; op dezelfde 
wijze (uit- of inwendig) gesneden moeten worden, bemoeien 
we ons niet met de assen, die de middelpunten dier cirkels 
scheiden, dus alleen met één door elk der gelijkvormig- 
heidspunten van O, en O, gaande, en daar we O; wille- 
keurig mochten plaatsen, krijgen we ook willekeurige 
gelijkvormigheidsassen; het overige zal wel geen toelich- 
ting behoeven. 

We verkrijgen dan, als we het overtollige weglaten en 
het noodzakelijke teekenen, de volgende 

Constructie: (fig. 17, waarin PQ, de machtlijn, B het 
inwendig gelijkvormigheidspunt is). 

We nemen een willekeurige gelijk- 
vormigheidsas aan, b.v. BA, trekken 
AS | BA, dan is dit de middelpunts- 
as, het snijpunt S met de machtlijn PQ, 
is het middelpunt van den orthogo- 
nalen cirkel en indien het snijpunt 
daarvan met AB het punt C is, dan 
is AC de straal van den gevraagden 

ie cirkel. 
ist 

Ofschoon nu de as, die door het uitwendig gelijk vormig- 
heidspunt gaat, aan AB // moest zijn, kunnen we daarvoor 
weder een anderen cirkel O, denken, zoodanig, dat ook de 
as door A gaat. We zouden zoodoende een Zen cirkel 

kunnen verkrijgen. 
We hebben gezien, dat de snijding onder gelijke hoeken 
À van 5 cirkels twee punten van den gevraagden cirkel geeft ; 
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elk gegeven meer zou dus den cirkel geheel bepalen, doch 
daar slechts een begrensd aantal der cirkels, die door twee 
vaste punten gaan, de cirkels snijden, heeft men voor zulk 
een gegeven een beperkte keus om een daaraan voldoen- 
den cirkel mogelijk te maken. 

De snijding onder gelijke hoeken van 4 of 5 cirkels volgt 
hier onmiddellijk uit door daarvan twee groepen van 3 te 
vormen. Daar dan de beide groepen twee of één cirkel 
gemeen hebben, is de gelijkheid van alle hoeken gewaar- 
borgd. 

Het kan zich echter voordoen, dat de orthogonale niet 
bestaat en deze methode dus, zonder wijziging, niet kan 
worden toegepast, en wel wanneer het machtpunt der drie 
gegeven cirkels binnen die cirkels valt, in welk geval het 
mogelijk is, dat geen der gevraagde cirkels zijn geconju- 
geerde snijdt. 

Als voorbeeld nemen we fig. 18, waarin 
gegeven is de cirkel M,‚ (een der drie 
gegeven cirkels), een gelijkvormigheids- 
punt der gevraagde cirkels S (het macht- 
punt der 8 gegeven cirkels) en de macht- 
lijn G, (een der geliĳjkvormigheidsassen 
der hulpeirkels). 

Stellen we dat vraagstuk weer opge- 
lost, M‚ en M; de cirkels, die aan de 

Fig. 18. vraag voldoen en den cirkel M, snijden 

in de punten a,b, aj cho 

machtpunt der drie cirkels M,‚, M, en M,; (hetwelk we 

vinden door de snijding van de poollijn van S ten opzichte 

van cirkel M,‚ met de lijn G,. Daar 5 binnen den cirkel 

ligt, valt de poollijn en dus ook S, altijd er buiten. Bestaat 

dus de orthogonale der gegeven cirkels niet, dan bestaat 
die van M, met S, als middelpunt, zeker wel). 

Nu weten we, dat alle orthogonalen van de cirkels M, 
en M; gaan door twee zelfde punten van de middelpuntsas 
C,, die door S gaat en loodrecht staat op G,. We vinden 
die punten A en B, door met S, als middelpunt den ortho- 
gonale van cirkel M,‚ te construeeren. 

Nu zien we, dat de cirkel, die door a en a, gaat en een 
hoek met cirkel M‚ maakt, gelijk aan het complement van 
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den gegeven sniĳjdingshoek, de cirkels M‚ en M‚; normaal 
snijdt en dus ook door A en B gaat. We vinden dus om- 
gekeerd a en a,, door de snijpunten te zoeken van een 
der cirkels, die door A en B gaat, en een hoek maakt met 
cirkel M,‚ gelijk aan het complement van den snijdingshoek, 
terwijl we dan b en b, vinden, door Sa en Sa, te trekken 
en zoodanig te verlengen, tot we de 2e snijpunten met 
cirkel M, verkrijgen. Zoodoende doet het er niet toe, of 
a en a, of a en b, tot denzelfden cirkel behooren. 

We hebben dus de volgende 

Constructie: Bepaal de poollijn van S ten opzichte 
van cirkel M,‚, het snijpunt daarvan met G, geeft S,, de 
orthogonale van cirkel M‚ met S, als middelpunt geeft de 
snijpunten met de middelpuntsas A en B. Door de con- 
structie van PPC met den complements-snijdingshoek de 
snijpunten van één der cirkels met cirkel M,‚ bepalende, 
vinden we door de vereeniging daarvan met S, de beide 
machtlijnen der gevraagde cirkels met cirkel M,, waar- 
door de gevraagde cirkels M‚ en M‚; bekend zijn. 

We zien, dat we een volkomen overeenkomstige be wer- 
king verkrijgen als de vorige, doch als ’t ware 90° ge- 
draaid, en dat deze ook kan worden toegepast, als de 
orthogonale wel bestaat, doch de uitwendige gelijk vormig- 
heidsas niet snijdt, waardoor meer eenheid in de vorige 
constructie van snijprobleem CCC wordt verkregen. 

We hebben door de snijpunten a, b,a; en b, twee soorten 
van cirkels gedacht: 

ten le. De gevraagde cirkels met de middelpunten in 
de middelpuntsas en cirkel M, snijdende onder den hoek « ; 

ten 2e. De orthogonale daarvan met de middelpunten 
in de geliĳjkvormigheidsas en cirkel M,‚, snijdende onder 
een hoek 90° —a. 

De 1e hebben het punt S tot gelijkvormigheidspunt en 
met cirkel M‚ het punt S, tot machtpunt. 

De 2e hebben het punt S, tot gelijkvormigheidspunt en 
met cirkel M,‚ het punt S tot machtpunt. 

Snijden de le elkander, dan heeft dat plaats in de gelijk- 
vormigheidsas en vormen de 2e een involutiebundel of 
behooren tot bundels met dezelfde macht, ter weerszijden 
van de middelpuntsas. 
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Snijden de le elkander niet, dan vormen ze een invo- 
lutiebundel of behooren tot bundels met dezelfde macht, 
ter weerszijden van de gelijkvormigheidsas en snijden de 
2e elkander in de middelpuntsas. 

Eindelijk heeft het snijpunt van middelpunts- en gelijk- 
vormigheidsas dezelfde macht ten opzichte van beide soor- 
ten, doch met tegengesteld teeken. 

Verder zien we de oplossing van het raakprobleem 
CCC, zooals die boven werd aangegeven, onmiddellijk 
hieruit voortvloeien. De le cirkels toch worden raak- 
cirkels, de 2e vallen samen tot één orthogonale met S, 
als middelpunt. 

Deze constructie is niet beperkt tot 't geval, dat alle 
drie snijdingshoeken 0° zijn, één er van is voldoende. 

Uit den regel, dat alle twee paar geconjugeerde een 
machtpunt bezitten (één der gelijkvormigheidspunten van 
de hulpcirkels), volgt nog, dat. als het machtpunt binnen 
de gegeven cirkels ligt, ook een orthogonale voor die 
geconjugeerde cirkels te construeeren is, dus dat door de 
punten A en B van elk tweetal middelpuntsassen een 
cirkel gebracht kan worden. 

't Is ook duidelijk, dat er niet altijd acht cirkels zullen 
gevonden worden, doch gevallen denkbaar zijn, dat 0, 2, 
4 of 6 cirkels aan de vraag voldoen. Dit zal blijken, 
doordat voor de niet-bestaande de constructie onmogelijk 
wordt, daar het punt, waaruit de snijrichtingslijn aan den 
hulpcirkel rakende, moet getrokken worden, daar binnen 
valt. Dat het voor kan komen, dat er geen enkele cirkel 
wordt gevonden, blijkt reeds daaruit, dat, als het macht- 
punt binnen de cirkels valt, de orthogonale ontbreekt. 

Een oneven aantal treedt alleen op, als het machtpunt 
ligt buiten de cirkels, en alle gegeven snijdingshoeken 
90° zijn. 

Eindelijk hebben wij nog een geval, dat deze methoden 
alle falen, en wel, wanneer de drie gegeven cirkels met 
de middelpunten op een rechte lijn liggen. We beschrijven 
dan een willekeurigen cirkel O,, en beschouwen die als 
de inverse van de rechte, waarop de middelpunten liggen. 
We bepalen den oorsprong van inversie en brengen door 
eenvoudige verbinding de snijpunten der middelpuntsas 


221 


met de cirkels over, waardoor de inversen der cirkels be- 
paald zijn. Daarmede verrichten we dan de constructie, 
en brengen weer de inversen der gevonden cirkels in de 
oorspronkelijke figuur. 

Overigens zullen we ons beperken tot het vestigen van 
de aandacht op de eenvoudige figuur, die verkregen wordt, 
wanneer men in ‘t algemeen geval twee geconjugeerden 
construeert, en de inverse neemt van de heele figuur met 
een der snijpunten der geconjugeerde als oorsprong van 
inversie. 

Al het behandelde treedt dan op eigenaardige wijze te 
voorschijn, in ’t bijzonder de zooeven besproken cirkels 
van de 2e soort. 

Het geheele bewijs door middel van inversie behoeft 
dan geen nadere verklaring. 

De methode CCC blijft toepasselijk, als één of meer der 
cirkels door punten ‘of rechte lijnen worden vervangen. 


Over de bollen, rakende aan drie en vier gegeven bollen 


DOOR 
W. EF. GISOLF (Rotterdam). 


Stelling 1. De noodzakelijke en voldoende voorwaarde, 
dat een bol (S) een bol (K) diametraal snijdt, is: „De macht 
van het middelpunt K van den bol (K) ten opzichte van (5) 
is gelijk aan — R?, als R de straal van K is.” 

De bol (S) snijdt den bol (K’), die de imaginair toege- 
voegde bol van K is, loodrecht. 

Stelling II. De bollen, die twee bollen (K) en (K,) dia- 
metraal snijden, vormen een net, waarvan de lijn KK, 
machtlijn is. Er zijn nl. 2 punten K en K,‚, die gelijke 
macht, —R? en —R‚?, tot alle bollen van het net hebben, 
en dus alle punten der lijn KK. 

Evenzoo vormen de bollen, die een bol K diametraal en 

een bol K,‚ orthogonaal snijden, een nat. Men kan dit direct 
aantoonen, of het tot het voorgaande terugbrengen, door 
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op te merken, dat een bol, die den bol K,‚ orthogonaal 
snijdt, den toegevoegd imaginairen bol diametraal snijdt. 
Als R,‚ de bolstraal van den bol K, is, is #R, de straal van 
den toegevoegd imaginairen bol K’, en de macht van K, 
ten opzichte van een bol (S), die K,‚ orthogonaal snijdt, is 
R?, en voor Kk’, dus + R?, d. w.z. K’, snijdt (S) diametraal. 

Stelling III. „De bollen, die drie bollen (K‚), (K.), (Ks) 
diametraal snijden, vormen een bundel, waarvan het macht- 
vlak het vlak der drie punten K,‚K,K; is.” Er zijn nl. 
drie punten K,‚K, Ks}, die gelijke macht ten opzichte van 
alle bollen hebben, enz. 

Evenzoo bewijst men, hetzij direct, hetzij met de toege- 
voegd imaginaire bollen: 

De bollen, die twee bollen diametraal, en een derden 
bol orthogonaal snijden, vormen een bundel enz, en ten 
slotte: de bollen, die drie bollen orthogonaal snijden, vor- 
men een bundel. 

Beschouwen wij nu een bol van inversie met middelpunt 
S en straal p. De macht van de inversie zij + 0?, terwijl 
deze inversiebol met positieve macht inversiebol 1e soort 
genoemd wordt. Deze bol en alle bollen, die hem ortho- 
gonaal snijden, worden in zich zelf geïnverteerd, en omge- 
keerd : alle bollen, die in zich zelf getransformeerd worden, 
zijn òf de bol S, òf bollen, die hem loodrecht snijden. 

Beschouwen wij tevens een bol van inversie met middel- 
punt S en macht —/°. Deze bol zij inversiebol 2e soort 
genoemd. Alle bollen, die hem diametraal snijden, en de 
bol S zelf, worden in zich zelf geïnverteerd en omgekeerd. 

Men kan, door toevlucht te nemen tot de toegevoegd 
imaginaire bollen, deze twee gevallen hetzij tot het eerste, 
hetzij tot het tweede terugbrengen. 


Toepassing op bollen, rakende aan drie bollen. 


Beschouwen wij twee bollen (A) en (B) en een bol (O), 
die raakt aan deze twee bollen. Het raakpunt van (ÀÁ)en 
(0) ligt op AO, en dat van (B) en (O) ligt op BO, en zooals 
bekend is, gaat de verbindingslijn der raakpunten hetzij 
door het uitwendige gelijkvormigheidspunt Sap, hetzij door 


het inwendige gelijkvormigheidspunt I4 gp der bollen A en B. 
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Neem tot inversiecentrum òf het uitwendige gelijkvormig- 
heidspunt San òf het inwendige Ig, en kies de macht 


zóó, dat de bol (A) in den bol (B) en omgekeerd getransfor- 
meerd wordt. De bol (O) transformeert zich dan in zich zelf; 
volgens het voorgaande snijdt dus de bol O den inversiebol 
(Sap) of (lap) orthogonaal of diametraal, al naar gelang 


de inversiebol van de eerste of tweede soort is: 

Beschouw drie bollen (A) (B) (C). 

Elke bol, die raakt aan (A) en (B), snijdt (Sap) of (Lap) 
orthogonaal of diametraal. 

Elke bol, die raakt aan (A) en (C), snijdt (Sag) of (Lac) 
orthogonaal of diametraal. 

Deze vier inversiebollen kunnen wij op vier manieren 
twee aan twee nemen. 

De bollen, die raken aan de drie gegeven bollen, zijn 
dus bollen, die behooren tot een der vier netten met de 
gelijkvormigheidsassen der drie gegeven bollen tot macht- 
lijnen (volgens stelling II). Om nu een bol te vinden, die 
raakt aan de drie bollen, neme men b.v. het net met 
machtlijn SAB SA, en bepaalt daaruit de bollen, die raken 


aan bol A; daar bol A in bol B en omgekeerd wordt ge- 
transformeerd, zoo raakt de bol ook aan B, en evenzoo 
bewijst men, dat hij raakt aan C. Neemt men nu het midden 
der machtlijn, begrepen tusschen de punten, waar de bol- 
len van het net de machtlijn snijden; trekt men door dat 
midden een lijn in het vlak loodrecht op de machtlijn ; 
brengt men dan een vlak door A en die lijn, dan moet men 
in dat vlak een cirkel construeeren, die aan den grooten 
cirkel van A raakt, waarvan het middelpunt ligt op de lijn, 
en ten opzichte waarvan het midden der machtlijn een 
gegeven macht bezit. Hieraan voldoen twee cirkels, waar- 
van de middelpunten even ver van het midden der macht- 
lijn verwijderd zijn, aangezien de getrokken lijn loodrecht 
staat op de lijn, die het midden der machtlijn met A ver- 
bindt. Laat men nu de getrokken lijn om de machtlijn 
draaien, zoo vindt men: 

1. De meetkundige plaats der punten, in welke de raak- 
bollen aan drie gegeven bollen raken, bestaat op iederen 
bol uit vier cirkels (stelling van Dupuis): 


ON Me 
eh al 
Î 
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IL. De meetkundige plaats van de middelpunten der 
bollen, die raken aan drie gegeven bollen, bestaat uit vier 
cirkels, waarvan de middelpunten gelegen zijn op de gelijk- 
vormigheidsassen der drie bollen, en waarvan de vlakken 
loodrecht staan op die assen. 

Het is niet moeilijk, de plaats dier middelpunten op de 
gelijkvormigheidsassen, benevens de stralen der cirkels in 
de gegevens der drie bollen uit te drukken. Ook kan men 
er uit besluiten, dat, het vlak van de 3 middelpunten der 
gegeven bollen aanbrengend, de middellijnen der cirkels 
zijn die afstanden der middelpunten van de raakcirkels 
aan de drie groote cirkels der gegeven bollen, welke lood- 
recht staan op de gelijkvormigheidsassen dier groote cir- 
kels, en daardoor worden middendoor gedeeld. 

Er zijn, resumeerende, dus een viervoudige oneindigheid 
bollen, die raken aan drie gegeven bollen. 

Beschouwen wij een der vier netten, b.v. die met de 
machtlijn Sg Sac. De bollen, die deze bollen orthogonaal 
snijden, vormen een bundel, waarvan voormelde machtlijn 
de centrale is. Zij @ een der bollen van dezen bundel; 
deze nemen we als inversiebol met positieve macht; hij 
transformeert alle raakbollen aan (A), (B) en (C) in zich 
zelf, maar de bollen (A) (B) en (C) worden getransformeerd 
in andere bollen (A) (B) en(C’), die ook raken aan die 
raakbollen, terwijl de meetkundige plaatsen der raakpun- 
ten weer in cirkels getransformeerd worden. Men heeft 
dus het volgend analogon tot het theorema van Hart uit 
de planimetrie (de raakcirkels aan drie cirkels raken, vier 
aan vier, aan een anderen cirkel): 

De raakbollen aan drie bollen raken aan oneindige vele 
andere bollen, en de meetk. Ene der raakpunten op elke 
bol is een cirkel. 

Hierbij zij opgemerkt, dat ieder stelsel raakbollen zijn 
eigen stelsel bollen heeft. 

Bovendien kan men bewijzen, dat de middelpunten van 
al deze bollen met de middelpunten der gegeven 3 bollen 
in hetzelfde vlak gelegen zijn ; immers het centrum van een 
inversiebol @ ligt in dat vlak, aangezien het op een gelijk- 
vormigheidsas ligt. De bollen SBC, SAB en Sac, die van 
de le soort zijn, behooren ook tot dezen bundel inversie- 


| 
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bollen, aangezien zij door de raakbollen orthogonaal ge- 
sneden worden. (Het machtvlak van zoo'’n bundel is tevens 
machtvlak van 2 der 3 gegeven bollen). 

De meetkundige plaats van de middelpunten dezer bollen, 
waaraan de raakbollen van drie gegeven bollen raken, 


zijn vier vlakke krommen, meetkundige plaatsen van de 


middelpunten der geïnverteerde 3 groote cirkels in het 
vlak der middelpunten der gegeven 3 bollen ten opzichte 
van 4 cirkelbundels als inversiebasissen. 

Beschouwen wij een bol die (A) en (B) orthogonaal snijdt, 
Daar de inversie ten opzichte van (Sap) A in B overvoert, 
zoo wordt deze orthogonale bol in zich zelf getransfor- 
meerd, en snijdt dus ook den inversiebol Sn orthogonaal. 
Elke bol, die de drie bollen (A) (B) en (C) orthogonaal 
snijdt, behoort dus tot een der vier beschouwde netten. 
Men kan derhalve een net karakteriseeren door een bol, 
die orthogonaal drie bollen snijdt, plus een gelijkvormig- 
heidsas dier drie bollen als machtlijn. 

Laten wij de bollen van een net de machtlijn in twee 
punten F en G snijden, en inverteeren wij met het inver- 
siecentrum F. Alle raakbollen aan (A) worden platte vlakken 
door G’ (het geïnverteerde punt G) rakend aan A’. Zij 
zullen dus een omwentelingskegel omhullen 

Het oppervlak, dat de bollen, die aan die gegeven bollen 
raken, omhult is de cyclide van Dupin: dit is dus een ge- 
inverteerde omwentelingskegel. (Men zie hierover Reye, 
Geometrie der Lage, onder de vraagstukken en stellingen, 


Inversion.) - 


Bollen rakende aan vier gegeven bollen, 


Voegen wij bij de drie bollen (A), (B), (C) een vierden 
bol (D). 

Elke bol rakende aan (A), (B), (C), (D) snijdt orthogonaal 
of diametraal de bollen 


(Sag) of (LAB) 
(Sac) of (TAC) 
(Sap) of (TAp)- 


Op 8 manieren kan men drie dezer bollen samennemen, 
Wiskundig Tijdschrift, 1le Jaargang. 15 


& 
a ® U 
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De bollen, die hetzij diametraal, hetzij orthogonaal drie 
dezer bollen snijden, vormen een bundel, waarvan het 
machtvlak bepaald wordt door het vlak der middelpunten 
dezer drie bollen. Dat vlak is een gelijkvormigheidsvlak 
der vier gegeven bollen, en de bollen, die voldoen aan de 
vraag, zijn bollen van zoo’n bundel, rakend aan een der 
gegeven bollen, b.v. (A). Daar er twee bollen in den bundel 
voldoen, zoo zijn er in het geheel zestien bollen, die raken 
aan vier gegeven bollen. 

Elke bol die de vier gegeven bollen orthogonaal (diame- 
traal) snijdt — men besluit het gemakkelijk uit het behan- 
delde geval voor 8 bollen — behoort tot een der 8 genoemde 
bundels. Men ziet derhalve, dat zoo’n bundel ook bepaald is 
door zulk een orthogonalen bol en een der acht gelijk- 
vormigheidsvlakken als machtvlak. 

In elk geliĳjkvormigheidsvlak liggen zes gelijkvormig- 
heidspunten, omringd door zes der beschouwde inversie- 
bollen. 

De bollen, die de 4 bollen orthogonaal of diametraal 
snijden, vormen 8 bundels, die elk voor zich ook hun inversie- 
bollen orthogonaal of diametraal snijden. Daaruit volgt, dat 
de 6 inversiebollen, waarvan de middelpunten in één gelijk- 
vormigheidsvlak gelegen zijn, een net vormen, waarvan de 
machtlijn natuurlijk loodrecht staat op dat vlak, maar tevens 
gaat door het machtpunt der vier bollen, want zooals dat 
bij het geval der drie bollen vermeld is, het machtvlak 
van den bundel der drie inversiebollen, welker middelpunten 
op één rechte lijn liggen, is ook machtvlak van de drie 
gegeven bollen, waarvan die middelpunten de gelijk vormig- 
heidspunten zijn. 

Door een gelijkvormigheidsas gaan twee geliĳjkvormig- 
heidsvlakken; de vier raakbollen, die met deze twee 
vlakken correspondeeren, zijn vier bollen van eenzelfde net, 
welks bollen aan drie der gegeven bollen raken (op één 
as liggen nl. drie gelijkvormigheidspunten, behoorende bij 
drie bollen). Zij raken dus aan oneindig veel andere bollen. 
Ook vloeit hieruit voort, dat, als de vier gegeven bollen 
behooren tot dezelfde familie bollen, die raken aan de raak- 
bollen van drie gegeven bollen, het vraagstuk een oneindig 


aantal oplossingen heeft; dit kan dus alleen het geval zijn, 


i 
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als de middelpunten der vier bollen in één vlak liggen : 
in dat geval zijn er dus òf oneindig vele òf geen oplossingen. 
Bij een gelijkvormigheidscentrum, b.v. Sag, behooren 
vier gelijkvormigheidsvlakken en acht raakbollen. Inver- 
teeren we ten opzichte van (S4p); de acht raakbollen gaan 
in zich zelf over, en (A) in (B), maar C en D worden twee 
andere bollen, die ook raken aan de acht raakbollen. Men 
heeft dus de stelling : 
„Acht raakbollen aan vier gegeven bollen, behoorende bij 
één gelijkvormigheidspunt, raken aan twee andere bollen.” 
Is dit misschien een bizonder geval van de stelling van 
Hart en zou het van toepassing zijn op 8 En 
raakbollen aan 4 gegeven bollen ? 
Vrij naar A. LEÉvy, Revue de U Enseignement 
des Sciences. 


In aansluiting aan het voorgaande zij nog het volgende 
opgemerkt : 

Neem als inversiecentrum het machtpunt en als inversie- 
bol den bol, die de 4 bollen orthogonaal snijdt, De bollen 
A, B, C en D worden in zich zelf getransformeerd, maar 
de raakbollen worden in elkaar overgevoerd; en wel die 
behoorende bij elk gelijkvormigheidsvlak in elkander (de 
bundel wordt nl. in zichzelf getransformeerd). Hieruit 
volgt, dat het aantal reëele oplossingen, buitengewone 
ligging uitgesloten, altijd een 2-voud is,en dat de 8 bundels 
bollen behoorende bij de gelijkvormigheidsvlakken, tot snij- 
cirkels voor iederen bundel hebben de snijlijn van den 
orthogonalen bol met de 8 gelijkvormigheidsvlakken. De 
twee bollen, die raken aan 8 bollen behoorende bij één 
gelijkvormigheidspunt, worden daarbij in elkander getrans- 
formeerd, waaruit volgt: 

De verbindingslijnen van de raakpunten van één der 
8 genoemde bollen met de twee aan alle 8 bollen rakende 
bollen gaan door het machtpunt van de 4 gegeven bollen. 
Het machtpunt is derhalve voor die twee bollen een ge- 
lijkvormigheidspunt. 
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lets over den determinant van Hesse 


DOOR 
C. KREDIET (Rotterdam). 


Zij f(«,y) =0 de vergelijking eener algebraïsche kromme. 
Wij veronderstellen de functie niet homogeen, zoodat een 
complex van rechten, door den oorsprong gaande, is uit- 
gesloten. 


EL 0. 
H_pzeg)e 0. 


Veronderstellen we, dat (@,, y‚) een dubbelpunt der 
kromme is. Indien wij dan de waarden van y bepalen, 
die voldoen aan 

fo ’ y) = 0, 


zoo zullen wij een twee- of meerwaardigen wortel y, moe- 
ten vinden. Hieruit volgt, dat 
fwo,y) =O en f/@wo‚y)= 
een gemeenschappelijken wortel y, a Op Seks 
wijze blijkt, dat 
f@y)=0 en f,' (wy) =O 
een gemeenschappelijken wortel hebben. Het punt (x,, yo) 
is dus het gemeenschappelijk snijpunt van de drie KTO 
Ò ò 
fe T 0 en 0, | 
Maken wij de vergelijking f == 0 homogeen door invoering 
van z, om deze later gelijk aan 1 te stellen, dan zullen ook 
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ar en SL homogeene uitdrukkingen worden, en hunne 
waarden zullen voor z=l in de vroegere overgaan. Hier- 
uit volgt: 

De dubbelpunten zijn de DNIe snijpunten 
van de drie kromme lijnen: 


Of. of) òf : 
Per BS en mick NL TE (1) 

Omdat de functies in de eerste leden van de vergelij- 
kingen (1) homogeen en van den graad (n— 1) zijn (indien 


f van den nden graad verondersteld wordt), zoo weten wij: 


OA PLE 


Gehe. dn or? IS ardy A Òdz 
LAER 5 dte As 

(n — 1) Oy ddy rard od …_… « (2) 
Rr op 

ORE ARA oydz T° oz 


„De coördinaten van de dubbelpunten maken de eerste 
leden dezer vergelijkingen (2) nul. Beschouwen wij nu de 
partieele differentiaalquotiënten een oogenblik als coöffi- 
ciënten, zoo zullen wij inzien, dat alleen dan een oplossing 
te vinden is, waarbij ten minste één der drie waarden 
x,y, 2 van nul verschilt, indien : 

drf drf def 

dx?’ ddy’ Ad 


eea alot off | 
H —= „ddy ’ dy? ’ Oydz See ie en Ae fe (5) 
EEn, 
drdz’  Aydz' dz? 


gelijk is aan nul. De kromme H =0 zal derhalve gaan door 
alle dubbelpunten van de kromme f =O. 

Deze determinant heet die van Hesse, 

Uit de vergelijking f(x,y)=—=0 volgt: 


of 
dy òz 
TP ADA 

dy 


Wij vinden hieruit: 
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CE HE) af ( LC 


d2y dy dr? 0vdy) da \dydm du" dy?) 
ei a 
ey 


EvA df, dy drf 


en dit geeft: 


4e Op) Ap? ds ddy 

A òf or? dy. òf 
dy’ ddy dr dy? 
Wij transformeeren dezen determinant in: 


Ee ‚dy 


of df df of drf df 
Opava ord dx òn? ddy 
òf As MOA ijken Lal ore BOLLEN 
òy òròy dy? | òf | òy omvdy dy? 

dy Òy òf 
We ne EE òy, 


Indien wij nu door invoering van z de vergelijking f = 0 
homogeen maken, om daarna weer z=l te stellen, zoo 


of 


zullen wij (n — 1) or en (n — De door hunne waarden (2) 


kunnen vervangen, en wij vinden dan onmiddellijk: 


dE =rE Me 


2 
(Indien men uit f Co, y) 0 moet afleiden el „) ZOO Zal (4) 


in het tweede lid een uitdrukking geven, die hoogstens van 
den graad 3n — 6 is. De gewone wijze van afleiden geeft, 

f\3 2 
als de noemer (5 ) is, voor den teller van ie een vorm 
van den graad 3n—4, die. dan: door f(x,y)—0 tot den 
graad 8n—6 is te herleiden. Formule (4) maakt „deze 
reductie overtollig.) 


Gesteld nu, dat de kromme H=0 de gegeven routine 


f(e,y)=0 snijdt in een DAE waarvoor on, „70, zoo moeten 


wij hebben ed =O Dit punt is dan geen dubbelpunt, 


noch een punt, waar de raaklijn evenwijdig is aan de y-as. 


Omdat Ee OS dit punt een bwigpunt van de kromme. 
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De kromme H=0 gaat dus door alle buigpunten van de 
kromme f —=0. 
Indien de kromme H=0 de gegeven kromme snijdt in 


of 


een punt, waarvoor tevens Pak is, zoo is de determinant 


H te transformeeren. Wij vinden dan gemakkelijk : 


Bebop sd fi df Ono of 
LB Òv Ardy dxvdz òn Ardy Arde 
df or 
Hs j tje 1 GBZ 8 dy? _òydz 
n—lòf òf df tai n= ke 
% dz oòydz dz? z 02 


en daar in dit snijpunt ook f==0 is, zoo wordt 
mend: Baar 
Basom drs dys 
òf òf Ì 
s-=—=0 of <-=—=0 geeft weer een dubbelpunt aan. 
òx dz \ 


2 
de —0) geeft aan, dat de lijn #—=x,, die de raaklijn isin 


het bedoelde punt, 3 „samenvallende” punten met de kromme 
gemeen heeft, en dus is dit punt opnieuw een bwigpunt 
van de kromme. 


Wij besluiten dus hieruit: 


H=0 gaat door alle dubbelpunten en door alle buigpunten 
van de kromme f(x,y)—=0, en alle snijpunten van deze twee 
zijn òf dubbelpunten òf bwigpunten van de tweede. 


Bij de lijnen van den tweeden graad zullen alle partieele 
tweede afgeleiden constanten zijn, dus H == constante. 
Indien H=0 is, zoo zullen wij aan de vergelijkingen (1) 
kunnen voldoen en de kromme heeft een dubbelpunt. 
2 
da 
oneindig. De kromme is dus ontaard in rechte lijnen. 
Is H #0, dan zijn er noch dubbelpunten noch buigpunten. 


Voor het folium van Descartes is H == 0 een nieuw folium, 
dat ook in den oorsprong zijn dubbelpunt heeft, en waar- 
van de asvmptoot evenwijdig is met die van het eerste 
folium. Het punt in het oneindige is daarom een buigpunt, 


In casu zal d J altijd nul zijn, en dus is de kromtestraal 
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en de twee takken van de kromme liggen dus aan dezelfde 
zijde van den asymptoot. 

Ofschoon het hier medegedeelde niet onbekend is, meen- 
den wij toch, dat het zijn nut kon hebben, het in dit 
tijdschrift te plaatsen, en geven als voorbeeld #° +34? y— 6y* 
—0, die een dubbelpunt (keerpunt) en een buigpunt heeft. 


Het Probleem van Snellius 


DOOR 
J. B. BAKKER (Rotterdam). 


In een oud Fransch werk (Cours de Géometrie et de 
Trigonométrie par A. Mutel, quatrième édition 1840) vond 
ik de volgende oplossing van bovengenoemd vraagstuk. 
De schrijver teekent er bij aan: „Dit vraagstuk, afkomstig 
van Pothenot, bevindt zich in de verhandelingen der 
„Académie des sciences” van 31 December 1692, 

Vraagstuk. Gegeven zijnde 3 punten op de kaart van 
een land; te bepalen de plaats van een vierde punt, in 


Pee en 


„ 
1 
' 


se En 
IN Ben: 


hetzelfde vlak gelegen als de andere, en waaruit men de 
hoeken gevonden heeft, gevormd door de stralen, naar de 
8 gegeven punten gericht. 


Oplossing. Laten A,‚B en C de gegeven punten zijn en 


P het gevraagde. Beschrijf op AC een segment, dat / APC, 


en op BC een segment, dat / BPC bevat. De bogen van 
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die segmenten snijden elkander in C en P. Dit laatste punt 
zal het gevraagde zijn. Berekenen we nu de plaats van 
het punt. 

Als de lengten der lijnen AB, BC en AC gegeven zijn, 
berekenen we eerst ZC door de formule : 

ki 10 a) (s — b) 
sin ;C == V AMP E: 

Voltooien we nu de bogen APC en BPC tot geheele cir- 
kels. In den eersten cirkel trekken we de middellijn CD, 
en in den tweeden de middellijn CE. Nu liggen D, Pen E 
in een rechte lijn. Trekken we die lijn, dan ontstaat ACDE, 
waarin CP hoogtelijn is. Van dezen driehoek kunnen we 
de zijden CD en CE berekenen, benevens den ingesloten 
hoek C. 

Noem: ZAPC=2 en /BPC=a, AC=b en BC =a. 
We hebben 3 gevallen te onderscheiden. 


1°. « en 2 beide stomp A ACD is rechthoekig in A. 
ZD=180° — 4. 
Dus CD =b:sin D—=b:sin (180° — B — beosec £ 
en CE = a cosec a. 
Daar nu CD en CE beide buiten A ABC vallen, is: 
ZDCE=/ACD + /CHZBCE 
mre net eindahda C — 1800. 


Aon en “beide scherp. Nu is in den rechthoekigen 
AACD: ZD=f. 
Dus CD =b:sin # =b cosec 
en CE —= a cosec «. 
Nu vallen CD en CE beide binnen A ABC, dus: 
ZL DCE =/C— 4 ACD -—4BCE 
=—= C — (90°— B) — (00) a HB HC 1800. 


80, a scherp en / Kon of omgekeerd. Nu valt CD buiten 
en CE binnen den driehoek. Nu is: 
LDCE=/C—H4/ACD —/Z BCE 
=C HB — 90° — (00° —a) =a + B HC — (80°. 
En ook: CD =bcosec / 
CE =a cosec a. 
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In ieder geval hebben we dus in A CDE: 
CD =beosecf 
CE = a cosec « 
ZL DCE =ad- 2 JC — 1800. 
Met den tangensregel vinden we nu de hoeken D en E, 
en vervolgens CP uit: 


CP =CD sin D. 


De andere lijnen AP en BP worden met den sinusregel 
berekend. 


Deze oplossing gebruikt dus geen hulphoek. Toch is 
gemakkelijk in te zien, dat, in den grond der zaak, de 
„klassieke” oplossing van het probleem in deze oplossing 
verborgen zit. Om dit aan te toonen, nemen we Z PBC = 
en ZAPC=y. Danris: in-A CDE: ZD == y, enen 
De tangensregel geeft in A CDE: 

(CE + DO) :(CE — DO) = tg 4(E + D): tg 4 (E — D) 
(a cosec a + b cosec B) : (a cosec « — b cosec £) = 
tg 544): tg (a — 4) 
__a cosec « — b cosec Â ú | 
_acoseca + becosec £ X tg} (we 1-3) 


1 beosec £ 
a COSeC 
she g)een “tE tg) 


a COSEC « 


dus: tg l(a—y) 


b sina 
asin 2 
bsin a 
asin £ 


Bie 


X tg 5 (wd y). 


bsina 
asin Â 


Stel nu: =—=tgp, dan komt er: 


1—t 
Bleie tj) 


of: tg 3 w—y)= tg (45° — 0) tg 4 (w Jy). 


; 
4 
p 
j 


8 
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Beweging van een billardbal. 


… Ongeveer. 40 jaren Eeen schreef Bierens de Haan 


een verhandeling over de beweging van een billardbal. 
‚De uitkomsten zijner theorie zijn niet gemakkelijk te con- 


— 
ae) 
rd 


COM er Etn EE CO EG en fe) er Lite, de; de, | nd 
eN Merde TOR en en) A GN en, an) 
er) ADT Pee er br st le) RG WED EEC) le) lep) LC) 


troleeren door waarnemingen in de praktijk, wanneer de 
beweging niet zuiver rechtlijnig is. Het toeval kan soms 
te hulp komen als in het volgend geval: 

Een billardbal (6 eM middellijn) lag tegen den band AC 
waar toevallig wat krijt was opgehoopt. De bal teekende 
daardoor zijn weg aan; de gestipte lijn is getrokken door 
de middens der krijtfiguren, waarvan de vorm ongeveer in 
bijgaande teekening is aangeduid. Om den vorm van de lijn 
nader te bepalen werden lijnen getrokken evenwijdig aan 
band AC tot aan band AB. De bijgeschreven getallen 
boven de figuur zijn de afstanden in millimeters van het 
midden der krijtvlek tot den band AB. De getallen onder 
de figuur geven de breedte van de krijtvlekken en hunne 
onderlinge afstanden. 


a et he A 
Ps Aid bd 
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292. De inverse kromme der astroïde. 


De Revista de la Sociedad Matematica Espanola bevat in 
haar nummer van Mei 1914 een artikel van Lauro Clariana 
over de astroïde en haar inverse ten opzichte van het 
middelpunt. Aan deze laatste kromme geeft hij den m. i. 
niet juist gekozen naam van „curva pseudo-astroïde”. De 
bespreking dezer kromme bepaalt zich in hoofdzaak tot 
de rectificatie en de berekening der oppervlakte-integraal. 
De laatste is echter beslist foutief, terwijl ook de eerste 
op geheel averechtsche wijze behandeld wordt. 

Tot de juiste resultaten komt men wellicht het snelst op 
de volgende wijze. 

Zooals bekend is, kan men de Alert voorstellen door 
de parametrische vergelijkingen : 

L == COSÌ t, y= sin? t, 
indien men den straal van den omgeschreven cirkel = 1 stelt. 
Hieruit vindt men: | 
remt y= COSEt desinst, 
boogelement ds == V(de? + dy?) =$ sint cost dt; 
oppervlakte-element do = 4 (dy — yd) =$ sin? t eos? t dt. 

De vergelijkingen voor de inverse ten SPACE van het 

middelpunt zullen nu zijn : 


mvg heben gp tr 
rz cost 4 sint t’ _r?\ ecosêt-sintt”’ 
pee L 


r? cost sint 
ds 3 sin f cos t 


Boogelement dS = vel on tale dt. 


À do 8 Asin?tCOSEL In 

Opper vlakte-element dO == ATD (eos Pe sins 
Om de booglengte der kromme en de grootte van het 
door haar omsloten oppervlak te bepalen, moet men inte- 


greeren van £—=0 tot t=2m, Daar er echter 4 assen van 


symmetrie zijn, is het voldoende tusschen 0 en ï te inte- | 
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greeren, en dan met 8te vermenigvuldigen. Zoo vindt men: 


7% 


4 


sin { COS { 
d) Booglengte S==24 | NE dt. 
0 


Hiervoor kan men schrijven: 


7 
7 2 
sin 2 
SA (ir gonr nn 2d 
0 


Stelt men nu cos2t=z, dan wordt 


1 
Gi, OERS AAP: 
SS 8V8. beter B 
0 


FK 


4 
sin? tcos ° t 
b) Oppervlak O2 eenn: dt. 
0 
Na een kleine herleiding wordt dit: 
v/a 


4 
ten odt 
Vn ERN 
0 


Stelt men ta2t=2teu, dan komt er: 


id 
4 

O=12 cos? u du = 3 
0 


In zijn artikel stelt de schrijver abusievelijk : 
2 


in plaats van: == } [r° dó, Adr leen Ee =tg’t). 
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Zoo komt hij tot de Bin 


nf cos° 


Hiervoor kan men schrijven: 


E 
fi 2d 
IE Be t 
18 fra COS 2E 
0 


Ta 


Door weer te24=?2tgu te stellen, vindt men: 


KK 


d 
L=4fau=2r. 


Tot een onjuist resultaat komt Clariana ook hier door 
foutieve splitsing van de integraal in breuken. 


Revista, Mayo 1914. LAURO CLARIANA, Origen de la 
curva pseudo-astroïde (d. 225—241). 


205. Over de theorie der rolkrommen. 


Wanneer een kromme C, rolt over een vaste kromme 
C,, dan beschrijft ieder punt van ’t vlak van C, een zgn. 
rolkromme (roulette). De normaal in een punt M van zulk 
een rolkromme R gaat door ’t correspondeerend raakpunt 
der beide eerstgenoemde krommen. Van deze bekende 


_testelling van Descartes maakt Gomez Teixeira gebruik, om 


de elegante formules, door Hâton de la Goupillière gegeven 
in zijn verhandeling: Etude géométrique et dynamique des 
roulettes (Journ. Ee. Polyt. 1910) op gemakkelijke wijze af 
te leiden. 

Daartoe voert hij voor de kromme C, een (veranderlijk) 
stel poolcoördinaten (4,6) in, waarvan M de pool is; de 
kromme C, en de rolkromme R zijn gegeven in cartesiaan- 
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sche coördinaten ten opzichte van een zelfde paar vaste 
assen; «@ en y zijn de coördinaten van N; X en Y die 
van M. 

Volgens genoemde stelling is nu: 


(X—=m)dXH(Y—-y)dY=0. .... (1) 
Verder is: 
(KP) (EGP =or (2) 
Zijn verder s, en s, de booglengten van C, en C,, dan is: 
Drs EL 
of Ves Hei) di=V(l+g,)de « « . « (B) 
dy do 
waarin Wire Nr 


Differentieert men (2), dan leidt men daaruit met behulp 
van (1) en (2) af: 
kern ) 


XK) (Y yi =— ces le 


en hieruit weer, met behulp van (2): 


(4) 


dr EON 
EE nen | j 
VY= PC Y1P1 0) 4 Ont 


lere Ui) (erts 2) 
Deze vergelijkingen (van H. de la G.), de vergelijking van 
C‚ en C, en de betrekking 


ó £ 
[re rod=frAtyde. © 
ô, To 


(waarin 4, en &, twee constanten aanduiden, die afhangen 
van de plaats van ’t begin-raakpunt van C, en C), geven 
door eliminatie van «, y, 4 en » de vergelijking der rolkromme. 
Het dubbel teeken in (5) beantwoordt aan de standen, die 
C‚ kan hebben aan weerszijden der gemeenschappelijke 
raaklijn van C, en C,. 

Volgens dezelfde methode behandelt Teixeira nog twee 
vraagstukken van H. de la G. 

1) De kromme C, te bepalen, waarover C, HE rollen, 
opdat een punt M in ’t vlak van C, een rechte D beschrijve, 

Zij 9=f(p) de poolvergelijking van C, ten opzichte van 
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M als pool; neem D tot as der abseissen van ’t cartesiaansche 
stelsel. Men vindt, dat de gezochte kromme C, moet vol- 
doen aan de differentiaalvoorwaarde : 


dae =yf‘(y) dy. 

Ook de omgekeerde stelling wordt bewezen. 

2) De formules (5) en (6) worden toegepast op de rol- 
kromme, doorloopen door de pool eener logarithmische. 
spiraal C,‚, die rolt over een kromme voorgesteld door 

e=p(t) y(t 
Voor ’t eenvoudige, ook door H. de la G beschouwde 


geval, dat de vaste kromme ook een logarithmische spiraal 
is, en dat in den beginstand beider polen samenvallen, 
vindt men als rolkromme weer een logarithmische spiraal. 
F. GOMEZ TEIXEIRA. Sobre la teoria de las ruletas. 

Revista de la $. M. EK. Mayo 1913. 245—249. 


204, Eigenschap van een viervlak. 


Elk viervlak, waarvan twee paar kruisende ribben langs 
vier beschrijvende lijnen van een hyperbolische paraboloïde 
vallen, wordt door dat oppervlak in twee gelijke deelen 
verdeeld. 

Wordt bewezen uit de stelling van Cavalieri. Brengt 
men in ’t viervlak doorsneden aan, evenwijdig aan een 
der beide genoemde ribbenparen, dan verkrijgt men 
parallelogrammen, waarvan eene diagonaal beschrijvende 
lijn is der paraboloïde. 

MIGUEL CORREA. Revista de la S. M, KE. 
Abril 1914, p 222. 


295. Vraagstuk. 


Gevraagd de stelsels van oppervlakken, die de eigen- 
schap bezitten, dat de driehoek, die tot hoekpunten heeft: 
een willekeurig punt P van zulk een oppervlak, de pro- 
jectie van P op ’t XY-vlak, en het snijpunt der normaal 
van P met het XY-vlak, standvastig van grootte is, 

Antwoord: 

23 =3an 3 by Je, 
cis willekeurig: a en b zijn gebonden door de voorwaarde : 
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Am? =a? + b?, 
waarin m = het standvastige oppervlak. 
Men verkrijgt dus cilinders, waarvan de richtlijnen in de 
ze- en zy-vlakken kubische parabolen zijn. 
P. PENALVER. Revista de la $. M. KE, 
S. Febr.—Marzo 1914, 189. 


296. Oplossing van derdemachtsvergelijkingen 


Om de wortels te berekenen van zulke vergelijkingen 
geeft A. Sainte-Laguë in La Revue de l'Enseignement des 
Sciences, Oct…—Nov. 1914, bladz. 259, een eenvoudig hulp- 
middel, in de onderstelling dat men weet, dat alle wortels 
reëel zijn. 

De vergelijking wordt herleid tot #? — pa +q=0, en 
daarna door #=X Vp te nemen, tot 


Xs Xd, 
waarin A=— 
pp | 

Is g negatief, dan stelt men #=— Xp, waardoor 
rv ned 
A z wordt. 
rrd Wo 

De vergelijking heeft twee wortels tusschen 0 en 1. Om 
deze te vinden, wordt X = 100 genomen, zoodat de ver- 


gelijking wordt: 
10000 z — 23 = 1000000 A = k. 
In bijgaande tabel vindt men bij bekende k de waarde 
van z. 
Men benen dus slechts te berekenen : 


_ 1000000 g, 
Pels 
dan de bijbehoorende waarde van z te zoeken, en te be- 
rekenen gen tal p 
100 


Omdat z gevonden wordt nauwkeurig tot op een eenheid, 
vindt men «@ nauwkeurig tot op een honderdste. 

Bij drie gelijke wortels is k — 384888. 

Met behulp van een tabel van vierkantswortels is de 
berekening snel uit te voeren. 

Wiskundig Tijdschrift, 11e Jaargang. 16 


7 k z ke z ke z k 
0 01° 25 1-234375 “DO: + 375000 To VPSZALD 
1 9999 |} 26 | 242424 || 51 1317349 || 716 | 321024 
2 19991 | 27 | 250317 | 52 379392 1 AT 
3, | 29973 || 28 | 258048 | 53 | 381123 | 78 | 305448 
4 99936 | 29 | 265611 || 54 | 382556 | 719 1 296961 
5 49875 || 30 | 273000 || 55 383625 || 80 | 288000 
6 59784 || 31 | 280209 || 56 | 384384 || 8L | 278559 
li 69657 | 32 | 287242 | 57 | 384807 | 82 | 268632 
8 19488 || 33 | 294063 || 58 | 384888 || 83 | 258213 
9 89271 | 34 | 300696 || 59 | 384621 [| 84 | 247296 
10 | 99000 | 35 | 307125 || 60 | 384000 | 85 | 235875 
11 ‘109669 || 36 | 313344 || 61 | 383019 | 86 | 223944 
12 | 118272 || 37 | 319341 | 62 | 381672 || 87 | 211497 
13 | 127803 || 38 | 325128 || 63 | 379953 || 88 | 198528 
14 | 137256 || 39 | 330681 | 64 | 377866 || 89 | 185031 
15 146625 | 40 | 336000 || 65 | 376475 | 90 | 171000 
16 | 155904 || 41 | 341079 || 66 | 312504 || -91 | 156429 
17 | 165087 || 42 | 345912 | 67 | 369231 || 92 | 141312 
18 | 174168 | 43 | 350493 | 68 | 365568 || 93 | 125643 
19 | 183141 | 44 | 354816 || 69 | 361491 | 4 | 109416 
20 | 192000 | 45 | 358875 || 70 | 357000 || 95 92625 
21 \ 200739 | 46 | 362664 || 71 | 352089 || 9% 15264 
2271-209352 A1 a SOON TE Ze AOT OZ 51327 
23 | 217833 | 48 | 369408 | 73 | 340983 | 98 58808 
24 | 226176 | 49 | 312351 || 74 | 334176 | 99 19701 
Tot zoover de heer S. L. 

Voor de willekeurig neergeschreven vergelijking 

xs — 13e d-5=0 
vindt men : k=i1066 1: 
Als dichtstbij zijnde waarde van z geeft de tabel 11, 
waardoor x — 0,396616, | 


Substitutie maakt het le lid: 
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0,0621 —5,15 +5, dus — 0,09. 
Met weinig moeite kan men nauwkeuriger benaderen 
door ook nog een tabel van derdemachten te gebruiken, 
Men weet, dat z inligt tusschen 10 en 11, en kan dus nemen: 
z=10,7, gevend 10000z — z3 —= 105775 
210,8, 5 100002 — 2% == 106740. 
Dus z=10,8 is iets te groot. 
Daarbij behoort « = 0,39. 
Substitutie hiervan maakt het le lid 
0,0586 — 5,0622 + 5, dus — 0,004, 
De andere wortel ligt in tusschen z=95 en 94, 
z=945 geeft 100002 — 25 == 101092 
ZA 100002 28 — 102768 
z=42 „ 100002 —z? —= 106103 
zZz 04, … « 100002 — 25 = 107762. 
Dus z=942 is iets te klein. 
Daarbij behoort « = 3,3965. 
Substitutie hiervan maakt het le lid: 


89,1831 — 44,1545 + 5 == 0,0286. 


297. Een wederkeerige vergelijking is invariant voor de 
hens jn 
substitutie Oi Men lost ze op door (na eventueele 


deeling door « + 1), 
2 
y=ets of wel zeelten 
te stellen. 
In Nyt Tidsskrift for Matematik, B, 25 Aarg. No. 3, 1914, 
noemt Fr. de Brun een vergelijking quasi-wederkeerig, als 
ze invariant is voor de substitutie 


ar + b 
le ig =r@), ad —be=|. 
Hij lost de vergelijking «? + pa +q op door ze te iden- 


tifieeren met de vergelijking 


Lal? A 
(Ee) —#=0 
welke quasi-wederkeerig is voor de substitutie 
LL 4 


Ee =brp (°H4H1=0) 


244 


Evenzoo de vergelijking xt + pa + q =0, door identifiee- 
ren met de quasi-wederkeerige vergelijking 

(al 4 28°) (a — a) — 623 (ar — 4)? (a — B)? + (afl 22°) X 

(r— £)t =0. 

Als getallen voorbeeld lost hij de quasi-wederkeerige 
vergelijking 
en — Ors d- 67 Apt — 35 d- Bt 21 — 6 — 3e +1 =0 
op, welke invariant is voor 


ES OMEN Poe metres 
mm bd, út onl HE ik Ee ST 
Wordt karen ged # 7 gesteld, dan komt er: 

waaruit : die. ad U 

zoodat men moet Lier 

Dn Moed of 0. 


Het stelsel 
ye Hoyt (1D Ht? HY (ee — 1)! +20 —1=0 
y° (etl) + y? (2? al) + ya (rt a?) + (al) = 0 


is invariant voor 


Dil h ANON ee 
edy’ Bake 
Men stelt dus: 
00 4 
Ck hj EE 
waaruit wits { elk En == (d. 
298. Eigenschap van rekenkundige reeksen. 


Naar aanleiding van een opmerking van Barisien in de 
Intermédiaire des Mathématiciens (t XXI, bladz. 123), dat 
als men de termen van de reeks 

1D, 9 18} 11212042008. 
verdeelt in groepen van 1, 8, 5, 7... enz. getallen, de 
sommen dier groepen de 3e machten opleveren van 1, 3, 
5, 1 enz, geeft Haton de la Goupillière in de Comptes- 
Rendus van 23 Nov. en 7 Dee. 1914 een nader onderzoek 
omtrent die eigenschap. Door zijn beschouwingen vindt 
hij bijv: 

17320 AO REE DLT LGA 
gevende de 3e machten van-1, 2, 3. 
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bio 17,25: 38, 41/4745 65, 18,81, 89, 97, 105: 
118121, 1297621271225 1,7. 
gevende S= (4n — 3)?, 
ot 20,65, 410554, 05151 81.801 1611169, 117... 281| 
gevende S= (4n —1)®. 


200, Deelbaarheid van getallen. 


In de Comptes-rendus der Ac. des Sc. 19 Oct. 1914 geeft 
Ernest Lebon een nieuw hulpmiddel om factoren van 
groote getallen te zoeken. 

Zij B het product «2...A van de opeenvolgende priem- 
getallen boven 2; 

P het product (a — 1) (2 —1)...(A—1); 

IT een der P getallen, die met B onderling ondeelbaar, 
en kleiner dan B zijn; 

K een geheel positief getal grooter dan 1. 

Elk stelsel van P rekenkundige reeksen, waarvan de algemeene 
term BK + 1 is, bevat alle priemgetallen, die niet in B voorkomen. 

B wordt de basis van het stelsel genoemd, 

I de indicatrige van een term van het stelsel, 

E. L. heeft nu een tabel samengesteld met basis 30030, 
met welke de deelbaarheid onderzocht kan worden van 
alle getallen beneden 901800900. 

Bijv. 1e. N= 11897201 = B + 386 + 5321. 

Met 5321 komen in de tabel overeen 491 en 87. Omdat 
491 geen deeler blijkt te zijn van N, schrijft men 

K == 396 Xx 491 + 87 = 194523 
en vindt bij dat getal in de tabel 491 en 997. 

Dan is 991 een deeler van N, 

Je. N=455419 = B X 15 + 4969. 

Bij 4969 geeft de tabel 139 en 23. Omdat 139 geen deeler 
is van N, schrijft men : 

Kidd 0, 
Daar dit getal niet in de tabel voorkomt, is N ondeelbaar. 


00. Reeksen voor e. 


In de Periodico di Matematica van 1 Mei 1914 geeft 
E. N. Barisien twee nieuwe reeksen voor e, nl. 


1 
CGL Bet PAN 2d 12 30e. 215 
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1 1 1 1 1 
pk ek aden 56 ded res 


1 1 
mna 
welke sneller convergeeren dan de bekende reeks (vooral 
de laatste). 


301. Constructie van een driehoek. 


Als de stralen R en # van de om- en ingeschreven cirkels 
en het verschil van 2 hoeken gegeven zijn, dan is, als 
M en 1 de middelpunten der cirkels zijn: 

MA =R, MI? =R(R—2r), Z SAI =4(C— DB), 
zoodat A SAI kan worden geteekend (in ’t algemeen 2 
oplossingen). 

Het verlengde van Al snijdt den omgeschreven cirkel 
in een punt X. Een cirkel met straal XI uit X beschreven, 
snijdt den omgeschreven cirkel in B en C. 

N. SANKARA AIYAR, M.A, Educational Times, 
1 Oet. 1914, 17815. 


502. Oppervlak van een driehoek. 


Als de hoogtelijn Ah, zijde BC in D, en den omgeschreven 
cirkel in E snijdt, dan is 
AD.DH=AD.DE== BD. DC (H hoogtepunt) 
waaruit: 
MDN Ahin ok lar a ON nd imm BEEN 
EE Za 2 8 a0 


(Eras (c? En baas 


en opp. A BHC=ta.DH= 
Voor oppervlak A CHA en A AHB vindt men dergelijke 
uitdrukkingen. Door optellen vindt men 
16 S*= Zat — X(b —ec?)?=— Eat d2 Ea b?. 
GOORMAGHTIGH, Mathesis, Jan. 1911. 
503. Goniometrische betrekkingen. 
Äls a, b en c ongelijk zijn, dat is het stelsel 
bg cot (a + #) + bg cot (a + 4) + bg cot (a + 2) = bg cot a, 
bg cot (b + x) + bg cot (b + 4) + bg cot (b + z) = bg cot b, 
bg eot (e + a) + bg cot (e + y) + bg cot (ce + z) = bg cot c, 
slechts mogelijk, als be + ea + ab =1. 
Ross, Mathesis, Jan. 1911. 
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504, Deelbaarheid, 

317 — 22Y is deelbaar door 77, want de vorm is deelbaar 
door 9? —2?, O. Dernez, Mathesis, Jan. 1911. 

505. Inhoud van een afgeknotte pyramide. 


Als een bol met straal R beschreven is in een regel- 
matige afgeknotte zeszijdige pyramide, en a is de door- 
snede van de pyramide met het vlak gaande door de 
raakpunten in de zijvlakken, dan is de inhoud der pyramide 


3 
=S (GR? — 34° 13) 


k Mathesis, April 1911. 


506. Gemiddelde driehoeken. 
Lemoine noemt triangle moyen een driehoek, waarbij a® =bc. 
Men zou dien naam ook kunnen geven aan driehoeken, 


Meern ser b2 HC? Ù To inEL 
mre ane zt) 

ait 

2 


a 


In een driehoek, waar a ok ‚ heeft men: 
le. 2sin4A =ecost(B—C0), tg B.tg! C=8. 
BONE 
3e. als AA’ bissectrice is: 
BAG CA ED, 
4e. als A, het midden van BC is, en H, het voetpunt 
der hoogtelijn h,: 
H‚A,=b—c, AA =t(la—e)=tlb—-0e)=tA H,. 
5e. zijn T en [,/ middelpunten van in-en aangeschreven 
cirkels, K het snijpunt van bissectrice AA’ met den om- 
geschreven cirkel (met middelpunt 0): 
TA AA AAT ie Ali Au Al il Ke 
[ is de projectie van O op AA’. De lijn, die I verbindt 
met het zwaartepunt van A ABC is evenwijdig met BC. 
TEODORESCU, Gaz. Mat. 1911, bldz. 210. 


507. Splitsing van getallen. 
266 =12 H32 162 =1? H112 122 =42 52 15° = 
42 Le 132 =82 HIP J 112. 
Door de vormen twee aan twee te vermenigvuldigen, 
verkrijgt men 9 splitsingen voor 266? 
BARISIEN, Mathesis, Juli—Aug. 1910. 
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508. Oppervlakken van kromme lijnen. 


Het oppervlak tusschen de kruiskromme (x?° —y?)— 
a? (@? +-y°)=0 en zijn vier asymptoten is evengroot als 
het oppervlak van de lemniscaat : (TN oe (a°—y*)=0. 
De oppervlakken der lemniscaten | 

ged COS ZON rd GOS A 
verhouden zich als zr: 4. 


BARISIEN, Mathests, Juni 1911. 


309. In de Comptes-Rendus- van 27 April 1914, bladz. 1155, 
spreekt Bertrand Gambier over oppervlakken, die op twee 
wijzen kunnen worden beschreven door een onveranderlijke 
kromme. Daartoe laat hij een omwentelingscilinder A 
rollen over of in een anderen omwentelingscilinder B. 
Een willekeurige kromme lijn C, geteekend op een met A 
coäxialen cilinder A, beschrijft een oppervlak S. Dit kan 
ook beschreven worden door de verplaatsing van een 
(verkorte of verlengde), (epi of hypo) cycloïde welke door 
een enkel punt der kromme lijn wordt doorloopen. Zooals 
bekend is, kan zulk een cycloïde ook verkregen worden op 
een tweede wijze, waarbij een cilinder A’ rolt over een met 
B coäxialen cilinder B’, zoodat het oppervlak S ook beschre- 
ven kan worden door een op A/ geteekende kromme lijn C”. 

Als de stralen van A, B en A, zich verhouden als2:1:1, 
en A over B rolt, ontstaan rechte conoïden. 

Als de stralen van A en B zich verhouden als 2: 1, maar 
die van A, niet gelijk is aan die van B, wordt door een 
op À, geteekende ellips een unicursaal oppervlak van 
den zesden graad beschreven, dat op drie wijzen ontstaan 
kan door de beweging van een ellips. 

2. In het ‘No. van 25 Mei, bladz. 1484, deelt L. Ballif 
mede, dat hij reeds andere oppervlakken onderzocht had: 
le. een kegel met een logarithmische spiraal als grondvlak, 

Daaruit leidt hij een meer algemeen oppervlak af, dat 
hij spiraal-hyperboloïde noemt. In 2 evenwijdige vlakken 
neemt hij gelijke logarithmische spiralen, en op deze wil- 
lekeurige punten A en A/. Laat men de voerstralen OA 
en OA’ over gelijke hoeken draaien, dan doanlpopk de rechte 
lijn AA’ het bedoelde oppervlak. | 

2e. In plaats van een willekeurige kromme op een 


249 


cilinder te. nemen als in 1, neemt hij een schroeflijn. Is 7 
de loodlijn uit een punt daarvan op de as van den vasten 
cilinder neergelaten, en neemt men op die loodlijn een 
punt op afstand R van de as, zoodanig, dat R= wp (r), dan 
ontstaat ook een oppervlak, dat aan de vraag voldoet. 

ge. Past men dergelijke transformatie R=g(r) toe op 
een spiraalkegel, waarbij de top in de loodlijn ligt, welke 
in de pool der spiraal op het vlak van deze is opgericht, 
terwijl r den afstand voorstelt van een punt tot die loodlijn, 
dan ontstaat weder een oppervlak, dat voldoet, wanneer 
p(r)=logr, want dan gaan niet alleen de spiralen over 
in congruente Archimedische spiralen, maar worden ook 
de rechte beschrijvende lijnen getransformeerd in expo- 
nentieele krommen. 

4e. In plaats van den afstand r tot de as, kan men ook 
den afstand z tot een vlak doen veranderen. Verandert 
men z in logz, dan gaan alle rechte lijnen der ruimte over 
in exponentiëele krommen. 

Dit kan worden toegepast bij de spiraal-hyperboloïde 
voor een vlak, evenwijdig aan die der twee eerste spiralen. 
En ook bij de regelvlakken van den tweeden graad ten 
epzichte van een willekeurig vlak. 


510 Eigenschap van een vierhoek. 


P, Q, R,‚, S verdeelen de zijden van een willekeurigen 
D vlakken of scheeven vier- 

hoek ABCD zoodanig, dat 

Ane Ck 

en 

ARD Bean. 

PQ en RS zullen elkander 
op dezelfde twee wijzen 
verdeelen. 

Denk in de hoekpunten 
massa’s 1, k, hk en h ge- 
plaatst. Het zwaartepunt dezer 4 massa’s ligt op PQ, en op 
RS, en is dus het snijpunt 4. Men zal dus hebben: 

PZ: ZQ =(h A hk): (1 H-k)=h:1, 
RAZ: ZS —=(k hk): (1 +h)=kt1. 
a GENESE, Educ. Times 1913. Question 11431, 
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dll. Eigenschap van twee rakende cirkels. 


Twee cirkels raken elkander in A. Een koorde BC van 
den eenen raakt den anderen in D. Als nu DF == DC 
genomen wordt, dan is (CD? = CE X BF. 


Men heeft: 
EA? = ED? 
— (CD—EC) (EF—CD) 
== Hen 
—ĳCD(EF + EO) 
—=CD?— EC. EF. 
Ook: 
EA? = EC. EB 
—= EC. BF — EC. EE, 
dus: 
CD? =EC.BE: 
Ten onrechte maakt de schr. in de duc. Times de be- 


perking, dat de cirkels elkander inwendig moeten raken. 
NEsSBITT. Educ. Times 1911. Quest. 17139. 


Di2. Rekenkundig, meetkundig en harmonisch 
middelevenredige. 
In deze figuur is 
À MB == — !/, (a +5), 
AB =y=Wab, 
at ys 
nei B PT 
Dus # ny jz 
Q. HALL,’ Z. f. m. un. Unt. XTV 

Vraag en Antwoord, 


Antwoord op vraag 102, bladz. 191. 

Aan te toonen, dat bij een cubische kromme de buigpunten op 
een rechte lijn liggen. 

Een kubische kromme (C*) wordt bepaald door 9 punten, 
en 2 dergelijke krommen doorsnijden elkander, ook in 9 
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punten. Door 8 punten gaan oc’ vele kubische krommen ; 
ze vormen een bundel met vergelijking A + AB =0, als 
A=0 en B=0 ieder een C5 voorstellen. Maar A =0 en 
B=0 hebben 9 punten gemeen, derhalve gaan alle exem- 
plaren van den bundel ook door dat negende punt. Dit is 
de 2e stelling van ’t noodzakelijk punt. 

Stel nu, dat we een C° doorsnijden door 2 lijnen a en b, 
die de kromme snijden in de plaatsen 1, 2, 3 en 4, 5, 6. 
Verbinden we nu 1—4, 2-5, 3—6 dan snijden deze lijnen 
de C% in de punten 7, 8 en 9, die noodzakelijk op eene 
rechte moeten liggen. Immers C° en (d, e, f) hebben 9 
snijpunten gemeen. Elke C5, die gaat door 8 van die punten, 
moet ook door ’t negende gaan, en daar a, b en een derde 
rechte lijn c al gaan door 8 punten, kan ’t niet anders of 
't negende punt moet op c liggen. Denkt men zich nu dat 
1, 4 en 7 en 2, 5 en 8 samenvallen, dan worden die 
punten buigpunten op de C°; dan moeten ook de punten 
8, 6 en 9 samenvallen, en is dit punt dus ook een buigpunt 
en liggen de 3 buigpunten dus op eene rechte. 

ERN RS. ter. entbtOlv. Vn te_R. 


Antwoord op Vraag 108, bladz. '91. Kv. 1904 Differentiaal- 
rekening No. 1. 

Van een viervlak zijn de inhoud en het grondvlak (dit laatste 
in vorm en grootte) gegeven. Gevraagd den top zoo te bepalen, 
dat het oppervlak een minimum wordt. 


De hoogte van het viervlak (die bekend is) noemen we 
h, het oppervlak van het grondvlak P,en de afstanden van 
de projectie van den top op het grondvlak tot de zijden 
a,b en c van het grondvlak x, y en z. | 

Het dubbele van het zijdelingsch oppervlak wordt dan 
voorgesteld door: 


fe y)=ar et + h2) by? Hh2) He Ve? + h®), 
terwijl ax + by + cz= ?2P, waaruit volgt: 
dz grin eet Mid 


òa Chen ORG 


òf ; Ep ax az 


ZE En le) 


gene 
dar (PRE) vetdeh?)  V(wteEn?) Ae Abn 


| dz 
Bral by Cay by bz 
WED VERD) PAD) VERD 
Hieruit volgt: Lj ek 


De top moet dus zóó bepaald worden, dat zijn projectie 
op het grondvlak samenvalt met het middelpunt van den 
omgeschreven cirkel van het grondvlak. 

òrf.l df d ftw: 0, SE £ 

dri apt CP zr Zijn positief, zoodat er een minimum is. 

y 

H. B. FIJNENBERG (Bergen, N-H.); EK. D. J. DE JONGH JR. 
(Kampen); DR. J. A. VREESWIJK (Utrecht); S. C. v. VEEN 
(Rotterdam). 


Antwoord op Vraag 104, bladz. 191. 
sin 2x 


a. Te bepalen IE da 
bs eine Sleng. 2 COS % =) _2cosx 
l 9. sate (eme F1 __ /3—4sin? 
Ee sin 2 2 cos x TE 6 _d(2sinw) 
OENE 5 ae 3 —4 sin? OEE 3 (2sinx)? 
RAE 3 +-2sin 
hu B O5 W3 +slne jo. BR 


Dr. J. v. D. HARST (Voorschoten); Mej. H. v. p. HORST 
(Den Haag); S. C. v. VEEN (Rotterdam). 


8 . sin Ja … v/e 
9 Dblenbas: JON 
2e Oplossing. De polen van de functie sm3r ZL SE Dik 
2 5 DE 
Ie De noemer is van hoogeren graad in sin en cos « 
dan de teller. Volgens Hermite heeft men dus: 
sin 2 EE 24 A7. cotg 4 (a — JA) 
sin 3x Ê Î 


waar aj, de polen van de functie beduiden. Door samen- 
voeging van de termen, die betrekking hebben op twee 
polen, die zr verschillen, vindt men in dit geval: 

sin 2x Artoos B 


ole mla) snle+5) 


Men bepaalt A en B bijv. door te stellen z = + òà en 


a + òà. Dit geeft: 
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2 — 2r 
SIN ST SIN Ay 
== Be =ti3 


Derhalve: 


Ere ay als) 
3 Hi) 


bete te Oe nei abri{d) 


De uitkomsten (1) en (2) kloppen met elkander, want 


In Ka : vrl 
Ne 3) _sinetsins _2sine +13 


pe e gr 
girls 5) sin e — sin > Zg 


ö 
v/o 
ik Ce 
Dus lo teile+ 5) — log 8 + 2sin 
5 EN gn) W3—2sinx 
8 2 3 
sin Sa da 
b. Te bepalen [ VRO 
1e Oplossing. 
sin dv __sinm(2ecos2rt1) sin x 
COS 2e COS 2 Ale rss 
Dus: 
sin 3x de J sin « da 
|E bra IE sin » de A [rte = — ? COS” H- 
d(COSH) r… 1 eos l’2 


1 
Nr em mn 


Dr. J. v. D. HARST; Mej. H. v. D. HorsT; S. C, Vv. VEEN, 


2e Oplossing. Volgens Hermite's herleiding heeft men: 


sin 3x 
Se EA, sin kat B, coska + C4-X D, cotg 5 (a-a,), 
waarbij «7. een pool van de functie beduidt. 

Voor het geheele stuk vindt men gemakkelijk : 


2 sin @ + C, 
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Voor het gebroken stuk door samenvoeging der termen 


twee aan twee, die op de polen et en he di en b be- 
trekking hebben: if jk 
sin ( + 5) PE (e+ En) 
Door achtereenvolgens te stellen x = i Jd en == d +À 
vindt men: A=B=—jl2. 
Door « =0 te stellen in: 
Ie nn renee Er de 


COS 2 7 £ 7 
sin ( — 7) sin ( HJ i) 
blijkt C =0 te zijn. 
Dus: 
| SD qe =f2sinede3 2 Tren [A] Ee 
lend sin(z) sin(e+5) 
| | 4 4 
=— cos —tl2logtg 4 (z — dn) tee + sn ) JC. 
De beide uitkomsten kloppen weer, want | 


A7 
COS — —COS X 


gilet Ien, 
4 


Dr. J. v. D. HARST (Voorschoten). 


De heer FIJNENBERG lost Hee vragen op door tg Ì x 
in te voeren. 


_ 1—ecosal/2 
TT 1+eosal/2 


Vraag 105. Zij XOY een scherpe hoek, en P een punt 
daar binnen gelegen. 

Bekend is het vraagstuk, door P een rechte zoodanig 
te trekken, dat het stuk AB, tusschen OX en OY, zoo klein 
mogelijk zij. Het geeft aanleiding tot een vergelijking van 
den derden graad met één bestaanbaren wortel. 

Doch legt men P in P’ buiten den hoek, trekt de vector 
P'O, en laat men dezen om P’ wentelen, dan zal het stuk 
A’B’ daarvan, tusschen de beenen van den hoek, van 0 


tot oo toenemen. 
| 
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Doch onder een bepaalde voorwaarde voor de ligging 
van P/ zal dit stuk, met nul beginnende, aanvankelijk toe- 
nemen tot een maximum, daarna afnemen tot een minimum, 
om dan eerst onbepaald toe te nemen. 

Gevraagd wordt die voorwaarde te bepalen, en dit 
maximum en minimum te berekenen. 

EG Vn: 


Vraag 106. Op een plat vlak denke men een aantal 
evengroote bollen gelegd, zoodat elke bol wordt aange- 
raakt door 6 andere, en op deze laag een tweede laag. 


Fig. 1. iede 


Als men nu uit de onderste laag een groep van 12 bollen 
kiest als in fig. 1 en 2, dan kunnen daarop hetzij 6, hetzij 
{ bollen van de tweede laag rusten. 


Of als men uit de onderste laag 27 bollen kiest als in 
fig. 3 en 4, dan rusten daarop hetzij 18, hetzij 19 bollen 
van de tweede laag. 

Zijn zulke groepeeringen wel eens onderzocht ? 

R. N. GC V. 
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Correspondentie, 


Opmerkingen naar aanleiding van de rubriek 
„Uit Buitenlandsche Tijdschriften”. 


IL. Onder de Examen-Opgaven Wiskunde L.O. in 1914 
komt ’t volgende vraagstuk voor (bladz. 1 der Examen- 
Opgaven) : 

„ABC is een gelijkzijdige driehoek. Men neemt op ’t ver- 
lengde van CA een willekeurig punt D en bepaalt op ’t ver- 
lengde van CB een punt B, zoodat AB X DE = AC?. 

Bepaal de meetkundige plaats van ’t snijpunt van BD 
en AE.” 

Dit vraagstuk is identiek met No. 290, bladz. 185. Mis- 
schien geeft dit een aanwijzing, hoe examen-opgaven in 
elkander gezet worden. 


IL. No. 291, bladz. 185, en No. 278, bladz. 271, kunnen 
op de volgende wijze worden opgelost : 

Gaan wij uit van ’t gelijkbeenige 
trapezium BECD, we beschrijven er 
den cirkel omheen, verlengen BD en 
CE tot ze elkander snijden in A, dan 
is N ’t middelpunt van den ingeschre- 
ven cirkel van A ABC en A ADE, 
omdat / NDE ==/ NDA, want ze wor- 
den door dezelfde bogen gemeten. 
Hiermee is No. 291 bewezen. 

Tevens blijkt, dat A, N, P en M 
liggen op dezelfde rechte. 

Verbinden we nu de raakpunten B’, E/, C’ en D’, dan 
liggen de snijpunten van B/’C’, en E/D’ en van B’D’ en E/C’ 
ook op de lijn AM, en derhalve is CK // BJ // B'E’, waarmee 
No, 278 is bewezen. 

Er ontstaat, zooals men ziet, een welbekende figuur. 


Dordrecht. Dr. W. A, SCHRÖDER, 


1 
Examen-Opgaven in 1918 en 1914, 


WISKUNDE L. O. 1914. 


Stelkunde (2} uur). 


1. Los ven y op uit de vergelijkingen : 
n. — ay yd r=2V ie? — ary dye en 
29° Behr deon y° Alg 
2. Als gegeven is, dat (a + be)? + (a, + b,x)? en 
(a + ce)? + (a, + €10)? 
volkomen vierkanten zijn van tweetermen, die rationaal 
zijn ten opzichte van «, bewijs dan, dat dit ook het geval 


is met 
(b Hc)? + (bj + C1%)* 

3. Iemand leent 25000 gulden op voorwaarde, dat hij 
gedurende „ jaren niets betaalt en daarna gedurende 
n jaren aan het einde van ieder jaar f 6083 terugbetaalt. 
Als hij dan zijn schuld heeft afbetaald, welke waarde heeft 
n dan? (afgerond tot een geheel getal). Samengestelde 
interest à 6 pCt. 


Planimetrie (24 uur). 


1. Construeer een driehoek, waarvan de bissectrix van 
den tophoek, de hoogtelijn uit den top en de verhouding 
der opstaande zijden gegeven zijn. 

2. ABCD is een koordenvierhoek, Men construeert een 
cirkel, die AD in A raakt, en tevens door C gaat. Deze 
cirkel snijdt AB of haar verlengde, behalve in A, ook in 
een punt P. Bewijs, dat PA: PB = AC Xx BD : AD X BC. 

9. ABC is een gelijkzijdige driehoek. Men neemt op 
het verlengde van CA een willekeurig punt D en bepaalt 
op het verlengde van CB een punt E‚ zoodat AD X BE = AC? 
Bepaal de meetkundige plaats van het snijpunt van BD en AL, 


Stereometrie (2; uur). 


1. Door eer der beschrijvende lijnen van een afgeknotten 
rechten cirkelvormigen kegel brengt men vlakken aan, 
die den afgeknotten kegel volgens trapezia snijden. 

Examen-Opgaven W, T. Me jrg. | 
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a. Bewijs, dat de meetkundige plaats van de snijpunten 
der diagonalen dezer trapezia een cirkel is. 

b. Welke verhouding moet er bestaan tusschen de stralen 
van grond- en bovenvlak van den afgeknotten kegel, opdat 
het oppervlak van dien kegel het vierde deel bedraagt 
van dat van het grondvlak van den afgeknotten kegel? 

2. Tusschen twee elkaar kruisende lijnen een snijlijn te 
te trekken, die een gegeven lengte heeft en evenwijdig 
loopt met een gegeven vlak. 

3. Gegeven een vlak V, een bol (middelpunt M) en een 
punt P binnen den bol 

ad. Gevraagd de meetkundige plaats der lijnen deon ed 
die den bol in twee punten snijden, zoodanig, dat de som 
der afstanden van deze punten tot V gelijk is aan een 
gegeven lijn a. 

b. Als de afstanden van M en P tot het vlak 10 en 8eM 
zijn en de afstand MP 4 cM bedraagt, vraagt men voor 
welke waarden van a slechts één lijn door P voldoet en 
_ welken hoek deze lijn dan met V maakt? 


Gonio- en Trigonometrie (2} uur). 


1. Herleid zooveel mogelijk het tweede lid van de 

vergelijking : 
tg x=sec (1809 + 4) + cosec (a — 20°) sin (90° + 5) — 
— Gotg (90° + c) sin (b + 1809); 

maak het voor logarithmische berekening geschikt en 
bepaal daarna x, als 

a 510 DA 127 

bd 00 2000 

c =180° 45’ 42". 

2. Van een driehoek zijn de basis en de hoogtelijn op 
de basis gegeven, terwijl de eene basishoek het dubbele 
is van den anderen. Bereken de hoeken aan de basis en 
de deelen, waarin de hoogtelijn de basis verdeelt. 

8. Van het viervlak OABC staan de ribben OA, OB en 
OC loodrecht op elkaar. De hoeken van A ABC zijn ge- 
geven. Men vraagt de standhoeken op de ribben AB, AC 
en BC in de gegevens uit te drukken. 


y KT „. N 
A . d 


WISKUNDE M. O. Kr, 1914, 


Meetkunde (3 uur). 


1. Het trapezium ABCD heeft AC tot diagonaal; AB en 
CD zijn de evenwijdige zijden. Een rechte evenwijdig met 
AB en CD zoo te trekken dat, als zij AD, AC en CB in 
E, F en G snijdt, de driehoeken AEF en CGF gelijken 
inhoud hebben. | 

2. Van een afgeknotte vierzijdige pyramide snijden twee 
lichaamsdiagonalen elkaar in P; de beide andere in Q. 
Toon aan, dat PQ evenwijdig is met het grondvlak. 

8. Gegeven in een vlak V een vierkant ABCD en de 
gelijkzijdige driehoek AEF, waarvan de hoekpunten E en 
F respectievelijk op de zijden BC en CD liggen. Deze 
driehoek is de projectie op V van een driehoek A,E,‚F,, 
gelegen in een vlak V,, dat evenwijdig is aan V en op 
een afstand A van V verwijderd, Bepaal het volume van 
’t lichaam, begrensd door de vlakken V, V, en AA,B, 
A,BE,, BE,C, E‚CF,, CF,D, F‚DA, , DA,A. 


Driehoeksmeting (24 uur). 


1. Twee plaatsen op aarde, A en B, liggen beide op 
450 N.B. doch met 45° lengteverschil. Bereken de hoogste 
breedte, die men op den door deze plaatsen gaanden 
grooten cirkel aantreft. Bereken ook het oppervlak gelegen 
tusschen den kleinsten boog AB van den grooten cirkel 
en den kleinsten boog AB van den parallelcirkel. De aarde 
wordt beschouwd als een bol, met een grooten cirkel van 
40000 KM omtrek. 

2. Van een regelmatigen bolveelhoek is de zijde gelijk 
aan den straal des omgeschreven cirkels. Bereken van 
dien bolveelhoek de zijde, den straal des ingeschreven 
cirkels en het oppervlak. 

3. Wanneer tusschen de cosinussen van drie hoeken 
A, B en C de betrekking bestaat 

1 — cos? A — cos? B — cos? C +2 cos A cos B cos C == 0, 
welke betrekking bestaat er dan tusschen die hoeken ? 


El 


Stelkunde (5 uur). 


1. Voor welke waarden van p zal de reeks 


EE 


convergeeren en voor welke divergeeren ? 
2e Wanneer, @,. ws:de een zijn der vore 
n° + a= 
vraagt men de BA op Ee stellen, die tot wortels 
heeft 
B H- 20, Li +203, we +2, ‚ Latz, 
L3 +2, Bz + 203. 

5. Beschouwd worden twee complexe getallen z en z,, 

die verbonden zijn door de vergelijking 
Zi OE RE, 

De getallen z en z, worden in hetzelfde complexe vlak 
door punten z en z, aangewezen. Gevraagd de vergelijking 
der kromme, die het punt z, doorloopt, als het punt zeen 
gegeven lijn evenwijdig aan de as der bestaanbare ge- 
tallen beschrijft. e 


Analytische meetkunde (2} uur). 


1. Bepaal de meetkundige plaats der punten, waaruit 
men aan een gegeven parabool raaklijnen kan trekken, 
die een hoek van 45° insluiten. Wat stelt de verkregen 
vergelijking voor ? 

2, Gegeven is de parabool y? =?2px. In den cirkel, die 
de parabool in het punt P osculeert, trekt men door P 
een koorde evenwijdig aan de as der parabool. Bewijs 
dat de lengte dezer koorde gelijk is aan het viervoud van 
den afstand van P tot het brandpunt der parabool. 

5. Bepaal de vergelijking der hyperbolen door het punt 
(1,0) die de rechte y= 2x tot asymptoot en de rechte « =y 
tot richtlijn hebben. Welke is de meetkundige plaats van 
het brandpunt, dat bij die richtlijn behoort ? | 


Beschrijvende meetkunde (5 uur). 


1. Zoowel beneden als boven de as van projectie is op 
een afstand van 10 cM een met die as evenwijdige lijn 
getrokken. Deze lijnen stellen den horizontalen en den 
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verticalen doorgang van een vlak voor. Dit vlak wordt 
om zijn horizontalen doorgang naar voren omgeslagen, 
tot het met het horizontale vlak samen valt, en in dit 
neergeslagen vlak wordt een vierkant geconstrueerd, welks 
hoekpunt A in den horizontalen doorgang ligt. De zijde 
AB van dit vierkant (naar rechts te trekken) maakt met 
den doorgang een hoek van 30° (AB =8 cM). Dit vierkant 
is het neergeslagen grondvlak van een op het gegeven 
vlak staanden kubus. Construeer de projectiën van den 
kubus en geef daarbij de zichtbare en onzichtbare lijnen aan. 

2. Gegeven is: a) een vlak, welks beide loodrecht op 
elkaar staande doorgangen met de as van projectie ieder 
een hoek van 45° maken (opening naar rechts); b) een 
rechte lijn / evenwijdig aan de as van projectie, 5 cM 
voor het verticale en 6} cM boven het horizontale vlak 
gelegen. Van een bol, welks straal 5 cM is, ligt het middel- 
punt op 4. Deze bol rust tevens op het gegeven vlak. 
Construeer de projectiën van dezen bol, benevens die van 
zijn raakpunt met het gegeven vlak. 


WISKUNDE M. O. Kv, 1914. 


Differentiaalrekening (3 uur). 


1. Van een viervlak zijn de inhoud en het grondvlak 
(dit laatste in vorm en grootte) gegeven. Gevraagd den 
top zoo te bepalen, dat het oppervlak een minimum wordt. 

2, Gegeven is, dat w afhangt van w en wv. Indien x en y 
aan w en v verbonden zijn door de vergelijkingen 


xt y=—=2e" cos v. 
xn —y==2ie" sin v, 
vraagt men 
ied teh 
dubnEe don 
uit te drukken in differentiaalquotiënten van w ten op- 
zichte van « en gy. 
3. De rechthoekige coördinaten «@ en y van een punt 
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eener vlakke kromme zijn in de veranderlijken u en v 
uitgedrukt door de vergelijkingen 
a =d COS u Jb COS v, 
y=asinud- bsinv, 
waarin a en b constanten zijn. 
Gevraagd wordt den kromtestraal in de veranderlijken 
wv en v uit te drukken. 


Analytische meetkunde (23 uur). 


1. Bepaal de meetkundige plaats van den top van den 

omhullingskegel der ellipsoïde 

zl y° z 

a? d oe ER RET 
welke door XOY volgens een orthogonale hyperbool ge- 
sneden wordt. 

2, Gegeven is een elliptische paraboloïde E en een 
punt A. Op E wordt het punt P zoo gekozen, dat de middellijn 
van E‚ die door P gaat, gesneden wordt door de loodlijn 
l. uit A op het vlak V, dat E in P-aanraakt. Bepaal de 
meetkundige plaatsen van P en van het snijpunt van / met V. 

3. De omwentelingskegel, die ontstaat als men om de 
as OZ van een rechthoekig coördinatenstelsel een rechte 
OP laat wentelen, die met OZ een hoek van 30° insluit, 
wordt door een cylinder gesneden. De beschrijvende lijnen 
van dezen cylinder zijn evenwijdig met een der ribben 
van den kegel, terwijl de richtlijn een cirkel is in XOY 
met O tot middelpunt en a tot straal. Onderzoek de door- 
snede van deze oppervlakken en toon aan, dat zij in een 
rechte lijn overgaat als men het kegelvlak in een plat 
vlak ontwikkelt. 


Integraalrekening (23 uur). 
1. Het punt A is het verst van den oorsprong O „Ver 
wijderde snijpunt van de Y-as met de spiraal 
P=—, 


De lijn y==a snijdt de Y-as in het punt B. Verder is P 
een punt der spiraal, waarvoor p =p, is. De voerstraal 
OP snijdt de lijn y=a in Q. Gevraagd te berekenen 


fi 


BQ, — boog AP, 
als op, tot nul nadert. 
2. Gevraagd te berekenen de viervoudige integraal 


[| ae ay az arr, 


als de integratie wordt uitgestrekt over alle positieve 
waarden van #, y‚, 2 en w‚, die voldoen aan 
Oetredag dr De COL 
3. Men vraagt met behulp der substitutie w=l’z de 
oplossing der differentiaalvergelijking 


tot quadraturen terug te brengen. 


Beschrijvende meetkunde (3 uur). 


1. Rechthoekige projectie, De as Ah van een 
ringoppervlak is evenwijdig aan het verticale vlak; zij 
maakt met het horizontale vlak een hoek van 30° (opening 
naar rechts), snijdt het horizontale vlak in het punt A en 
ligt 8 eM voor het verticale vlak. De wentelende cirkel 
heeft een straal van 8 cM,‚ de cirkel, door het middelpunt 
doorloopen, heeft een straal van 6 cM; de ring raakt uit- 
wendig aan het horizontale vlak en ligt er boven. Op A 
wordt van A uit de afstand AB == 25 cM naar boven gemeten. 

Construeer de door B gaande raaklijnen aan den ring, 
die met het horizontale vlak een hoek van 60° insluiten, 
en geef de raakpunten door hun projectiën aan. 

OR OON OE Telen Ae ON 1D LNOZ == 120% 
X rechts van O/, 0/4=25 cM (axonometrisch gemeten). 
In het vlak XOY ligt een cirkel (middelpunt M op het 
positieve deel der as OX, ware lengte van den straal 5 cM; 
de cirkel raakt aan OY). (M) is de richteirkel van een wig 
van Wallis; waarvan de rug 10 eM boven OX in het vlak 
ZOX ligt (ware hoogte), en tevens de basis van een scheeven 
cylinder, welks beschrijvende lijnen evenwijdig aan het 
vlak ZOY loopen en met het vlak XOY een hoek van 45° 
maken (opening naar links). 

Construeer: a) het boven XOY gelegen snijpunt P van 
wig en cylinder, gelegen in een vlak op den waren afstand 


el 


van 8 cM voor het vlak YOZ aangebracht, en daaraan 
evenwijdig loopende. 

b) De raaklijn in P aan de doorsnijding van wig en 
cylinder. 


TECHNISCHE HOOGESCHOOL. 


PROPAEDEUTISCHE EXAMENS vóór de Zomervacantie, 1013, 


Stelkunde. (C.T. — W.I. — SL. — KL.) 


1. Bewijs dat de determinant 


— d b C d 
b — U d C 
c d — U b 
d C lW) — U 


gelijk is aan 
—(ad-bde—d) (ad-b—edd) (a —bHetd) X 
X(—ad-bted-d). 
2. Voor welke waarden van «is de reeks 
Dlt or LTE A PAN IEI EP 
Om a OBA TR 
convergent en voor welke divergent ? 


Analytische Meetkunde. (CL. — W.L — EL — S. L) | 


1. Trekt men in een gelijkzijdige hyperbool twee onder- 
ling loodrechte middellijnen, dan staan ook de twee aan 
hen toegevoegde middellijnen onderling loodrecht. 

Bewijs dit. 

2, Gevraagd de vergelijking van het regelvlak, dat be- 
schreven wordt door een rechte lijn, die steeds evenwijdig 
blijft aan het vlak YOZ en die de v-as en een ruimte- 
kromme van den derden graad ontmoet. Deze kromme is 
gegeven door de vergelijkingen 

=t,y=t?, zl}, 
waarin t een veranderlijke parameter is. 
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3. Bepaal de coördinaten van den top der paraboloïde, 
welke gebracht kan worden door de vier volgende rechten : 
Dis ie 
y=z0; 
Be Ui le 
nya l=0. 


Analytische meetkunde. (Techn. — M.I. — B.L.) 


1. Bepaal den aard der navolgende kegelsneden : 
La all ; 
1 1 
oe zE y —=l ) 
Car —yd3) (wd 2y—3)=1; 
8? — By? — 10 — 14y =3; 
Sn? — ay + 2y* — Ar + Oy =0. 
2. Gegeven is een rechte !l door de vergelijking: 
Bernd 
36 Lo 18 jp 

Gevraagd de vergelijkingen der beide cirkels, die de 
rechte / aanraken en tevens gaan door den oorsprong en 
en door het punt (20,0). 

Bepaal ook de vergelijking van den cirkel, die de twee 
gevonden cirkels loodrecht snijdt en zijn middelpunt op / 
heeft. 

3. Bepaal de vergelijking van de gelijkzijdige hyperbool, 
die de punten (3,3) en (2,1) tot toppen heeft. 


Differentiaal- en Integraalrekening. (C. I. — W.L. —S. IL. — E. IL.) 


1. Tusschen twee evenwijdige lijnen ligt een punt Pop 
afstanden a en b van die lijnen, en op een afstand c van 
een derde lijn, die het eerste paar rechthoekig snijdt. 

Men vraagt door P eene vierde lijn zoodanig te trekken 
dat het produkt van de stukken der evenwijdige lijnen, 
tusschen die vierde lijn en de loodlijn gelegen, zoo klein 
of zoo groot mogelijk zij. 

2. Van het kegelvlak 

22 dy? =(1—2)? 
wordt door het vlak XOY en het vlak 


ady=l 
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een gedeelte afgesneden, dat geheel binnen den eersten 
ruimtehoek der coördinaatvlakken valt. 
Bereken door integratie de grootte van dit oppervlak. 
3. De differentiaalvergelijking 
Ken kt jk 
glee de 
gaat door de substitutie 


over in 
dv dv dv \? 
| abana 
Bewijs dit en bepaal met behulp dezer laatste vergelijking 
de algemeene oplossing van de oorspronkelijke. 


Analyse. (B. TI. — T. — M.L.) 


1. Aan het stelsel vergelijkingen : 
Ax J- By —Cz=9 
— bed Ayt-1Cz=AtB 
Bx + Cy — Az =8 f 
wordt voldaan door #=5, y=l, z=4. 
Bepaal, door middel van determinanten, de waarde van A. 
1 | 
es V(l—ax°) 
en toon door differentiëeren de juistheid van uw antwoord 
aan. 

5. Eene kromme, gaande door het punt P met recht- 
hoekige coördinaten @=l; y=l, voldoet aan de diffe- 
rentiaalvergelijking | 

(2x + 3y) de — vdy —= 0. 

Leid de vergelijking dier kromme af. 

Bereken ook haar kromtestraal in P. 


2. Integreer de functie 


Beschrijvende meetkunde. 


1. Centrale projectie. 

Gegeven de distantiecirkel en de rechte lijn a. Op a zijn 
twee punten A en B aangenomen, welke overstaande hoek- 
punten van een vierkant zijn. De lijn a maakt met het 


Ls 
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tafereel een hoek van 30°; de hoek van het vlak, waarin 
het vierkant ligt, met het tafereel is 45°, 

Voltooi dit vierkant (van de verschillende oplossingen 
eene kiezen). 

2. Aaonometrie (/ XO — 1352 14 20041200). 

Een driehoek A’B’C’, in XOY gelezen is axonometrisch 
gegeven; tevens is een willekeurig vlak P gegeven. A/B/’C’ 
is loodrechte projectie op XOY van een in P gelegen 
driehoek ABC. 

Construeer de axonometrische projectie van het afgeknot 
driezijdig prisma, welks basis ABC is, welker opstaande 
ribben loodrecht op het vlak P staan en dat verder be- 
grensd wordt door het vlak XOY. 

8. Loodrechte projectie. 

De as h eener omwentelingshyperboloïde staat loodrecht 
op het horizontale vlak en snijdt dit in het punt M, 8 c.M. 
voor het verticale vlak gelegen. Het vlak van den keel- 
cirkel ligt 8 e.M. boven het horizontale vlak ; de straal van 
den keelcirkel is 3 c.M.; de wentelende lijn maakt met het 
horizontale vlak een hoek van 45°. 

In het horizontale vlak ligt verder een cirkel (middel- 
punt N), welks omtrek door M gaat, welks straal 8 c.M. 
is en die aan de as van projectie raakt in een punt A, 
ter linkerzijde van M gelegen. Deze cirkel is de basis van 
een kegelvlak, welks top T in het verticale projectievlak is 
‚ gelegen op een afstand van 16 c.M. boven de as van projectie. 
De hoogtelijn van den kegel valt samen met de verticale 
projectie van de as der hyperboloïde. 

Construeer: 

a. De gemeenschappelijke punten P van hyperboloïde 
en kegel, gelegen in een horizontaal vlak, 4 c.M. boven 
het horizontale vlak aangebracht. 

b. De raaklijn t aan de snijkromme in een der gevonden 
punten, en wel in dat punt, dat het verst van het verticale 
vlak is verwijderd. 

c. De beschrijvende lijnen p der hyperboloïde, die even- 
__wijdig loopen aan beschrijvende lijnen van den kegel. 


Theoretische mechanica. (Technologen, M.L.) 


1. Een zwaar punt P (massa m) kan zich langs de vertikaal 
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staande z-as bewegen, Het punt P, dat zich onder den 
invloed der zwaartekracht bevindt, wordt bovendien aan- 
getrokken door den oorsprong O; deze aantrekking is groot 
bm.OP. Het punt ondervindt een weerstand groot amw, 
waarin v de snelheid van P is. 

Tusschen de constanten a en b bestaat de betrekking 

A Ae EIL: 

Bij den aanvang der beweging bevindt het punt P zich 
in O, met een snelheid nul. De versnelling der zwaarte- 
kracht is g 

Gevraagd voor iederen tijd de plaats van P. 

2. Op een zeker oogenblik heeft een lichaam twee rotaties 
om elkaar rechthoekig kruisende assen. De eerste rotatie- 
as is de lijn, die middendoor deelt den hoek tusschen 
de.positieve z-as en de positieve x-as. De tweede rotatieas 
ontmoet de y-as op een afstand 2a van den oorsprong en 
loopt evenwijdig aan de lijn, die den hoek tusschen de 
positieve z-as en de negatieve z-as halveert. De twee hoek 
snelheden zijn beide gelijk aan u. 

Gevraagd wordt de stand der oogenblikkelijke schroefas 
en de grootten der rotatie om en der translatie langs die as. 

3. Een zware homogene staaf AB glijdt zonder wrijving 
met haar uiteinden over een, in een vertikaal vlak gelegen, 
cirkel. De koorde AB onderspant een boog van 90°. Bij 
den aanvang der beweging (zonder beginselsnelheid) bevindt 
zich A loodrecht onder het middelpunt van den cirkel; 
B bevindt zich dan dus in een der uiteinden van de hori- 
zontaal loopende middellijn. 

Gevraagd voor iederen stand der bewegende staaf de 
druk in A en B uitgeoefend door den cirkel op de staaf 
(massa der staaf m, versnelling der zwaartekracht g). 


CANDIDAATSEXAMEN JUNI 1913. 


Theoretische Mechanica. 


1. In een vertikaal vlak, deel van den wand van een « 
vat met vloeistof, wordt een cirkelvormig deel gedacht met _ 
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den straal a en waarvan het middelpunt op een afstand 
h)a onder den vloeistofspiegel is gelegen. 

Men vraagt de ligging van het perspunt van de drukking 
der vloeistof op dat deel te bepalen. 

2. Een stoffelijk punt beweegt zich onder de werking 
van zijn gewicht over een boloppervlak, en ondervindt 
daarbij geen wrijvings- noch luchtweerstand. 

Als het punt een horizontalen cirkel beschrijft, bewijs 
dan, dat die beweging eenparig geschiedt en bereken den 
omloopstijd van ’t punt en den weerstand van het bol- 
oppervlak. 

De straal van den bol is / en de afstand van het vlak 
der cirkelvormige baan tot het middelpunt van den bol 
bedraagt h. 

8. Een homogene bol wordt op het oogenblik, dat hij 
op een hellend vlak in rust is, door een stoot, die gericht 
is evenwijdig met de lijn van de grootste helling en door 
het midden van den straal naar het steunpunt van den 
bol met hellend vlak, in beweging gebracht, zoodat hij 
beginnen zal met tegen het hellend vlak op te loopen. 

Men vraagt te berekenen wanneer de bol zuiver zal gaan 
rollen en hoe groot de arbeid is die tot op dat oogenblik 
_door de wrijvingskracht is verricht. 

Is f de wrijvingscoëfficient en « de hellingshoek, dan 
wordt f—=2tg« ondersteld., 


TECHNISCHE HOOGESCHOOL. 


PROPAEDEUTISCHE EXAMENS, na de Zomervacantie, 1913. 


Stelkunde. (C.T. — W.L. — SL — EI) 


1. Los het volgende stel vergelijkingen op: 
medydz2=2 
EF My HZ == m 
ey me=m®, 

Is voor iedere waarde van m de oplossing mogelijk ? 


14 P á 


2, Onderzoek voor welke positieve en negatieve waarden 
van x de reeks. | 


C 1.3 «x? EE 
zi tra3 ine 


convergeert. 


vEt, 
1.6 B oel 


Analytische Meetkunde. (C.T. — W.I. —S.I. — EL) 


1. Bepaal de meetkundige plaats van de voetpunten der 
normalen uit het punt Q (a,b) neergelaten op de kegel- 
sneden van den bundel 

y° — pe =0, 
waarin p een veranderlijke parameter is: _ 

2. Gegeven een punt A(a,0,a) en een punt B (0, 5, 0), 
terwijl C een willekeurig punt der Z-as is. 

In C richt men de loodlijn op vlak ABC op. Gevraagd 
de vergelijking van het regelvlak, door deze loodlijn be- 
schreven, als C de Z-as doorloopt. 


8. Een cirkel ontmoet de drie coördinaatassen in punten, 
welke op den afstand + a van den oorsprong verwijderd zijn. 

Gevraagd wordt te bepalen : 

le, de snijpunten van dezen cirkel met het vlak door 
de Y-as, dat gelijke hoeken maakt met de positieve 
richtingen van X- en Z-as; 

2e. de vergelijking van den bol waarvan de gegeven 
cirkel een groote cirkel is; 

de. de vergelijking van den cilinder: waarvan de ge- 
geven cirkel de richtkromme is en waarvan de 
beschrijvenden gelijke hoeken maken met de positieve 
richtingen der drie coördinaatassen. 


Analytische Meetkunde. (B. 1. — T. — M.L.) 


1. Eene kubische kromme is gegeven door de vergelijking 
gs ps: 
Door het punt A (l,1) der kromme trekt men eene 
rechte, welke de kromme snijdt in B en C. 
Geren de meetkundige plaats van het midden M der | 
koorde BC, de de lijn om A draait. 
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2. Een geliĳkzijdige driehoek ABC (zijde 2a) ligt met 
het hoekpunt A op de positieve X-as, met het hoekpunt 
B op de positieve Y-as en met het hoekpunt C op de 
negatieve X-as. 

Bepaal de coördinaten der beide punten P, waarvoor 

PAGPB. BO lil 2: 105. 
5. Bepaal den top en het brandpunt der parabool: 
Wad ly ==. 


Differentiaal- en Integraalrekening. (C. I— WI. —S.1.—E.L) 


1. De normaal in eenig punt P der gelijkzijdige hyperbool 
ey=k? snijdt de kromme nog in een tweede punt Q. 
Toon aan, dat de kromtestraal in P gelijk is aan } PQ. 

2. Bereken de lengte van het stuk der kromme lijn 


nd 
Be 
22 =tt —1, 


gelegen tusschen het XZ-vlak en het YZ-vlak, 
5. Integreer de differentiaalvergelijking. 
% X 


(ie!) Vd e (5 _— 1) dy. 


Analyse. (BI. — T. — M.L) 


1. Op elke door den top der parabool y? =?2x gaande 
koorde der parabool als middellijn wordt een cirkel be- 
schreven. 

Welke kromme omhult deze cirkels ? 

Onderzoek deze kromme en schets ze in een figuurtje. 

2. Integreer de functie 


Leta) 


8. Eene kromme, voldoende aan de differentiaalverge- 
lijking 


gaat door het punt 0; 8/, waar hare raaklijn een hoek 
van 45° met de positieve richting der X-as maakt. 
Bepaal de vergelijking dier kromme. 


16 
Beschrijvende Meetkunde. (C.T. — W.L. — 5. NEE 0 I) 


1. Centrale Projectie. 


Gegeven zijn een punt P op drager p en vier kruisend 
gelegen rechte lijnen a, b, c en d, waarvan d in het 
tafereel ligt. 

Trek door P de transversaal «@ van a en b, zoo ook de 
transversaal y van c en d en geef doorgang en vluchtlijn 
aan van het vlak door #@ en y. 


2. Awonometrische Projectie. (4 XO'Y =135% Z YO0’Z 
== 1200), | 


Van eene hyperbolische paraboloïde zijn de richtlijnen 
dy. en 4, (a, ligt in XOZ,"a, in YOZ-a, snijdt Zn 
XOY is richtvlak. 

Neem een tafereel aan, trek uit P de beschrijvende b,, 
der paraboloïde, construeer haar snijpunt Q, met het tafereel 
benevens de raaklijn t in het punt Q aan de doorsnijding 
der paraboloïde met het tafereel. 


8. Loodrechte Projectie. 


Een ring met verticale as h rust op het horizontale vlak 
en raakt aan het verticale, De as h bevindt zich vóór het 
verticale vlak en snijdt het horizontale in M, de afstand 
van het middelpunt van den wentelenden cirkel tot A is 
8 cM., de straal van den wentelenden cirkel is 4 cM. 

Men legt door h een vertikaal vlak W, dat met het ver- 
ticale projectievlak een hoek van 45° maakt; de verticale 
doorgang van W valt ter rechterzijde van de verticale 
projectie van À. 


W snijdt den ring volgens twee cirkels; die cirkel, welks 


middelpunt het verst van het verticale vlak is gelegen, is 
normale doorsnede van een omwentelingscylinder, die dus 
op het horizontale vlak rust. 

Construeer die punten der doorsnijding van ring en 
cylinder, welke gelegen zijn in een horizontaal vlak op 
6 e.M. boven het horizontale projectievlak gelegen, benevens 
de raaklijn aan die doorsnijding in het verst van het ver- 
ticale vlak verwijderde dezer punten. 


ns 
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CANDIDAATS-EXAMEN, — SEPT. 1913. 


Theoretische Mechanica. 


1. Een stoffelijk punt bevindt zich in een cirkelvormige 
buis, die eenparig om een verticale middellijn wentelt met 


een hoeksnelheid gelijk aan \/ U (9 versnelling van de 


zwaartekracht, r—= straal van de buis). 

Bewijs, dat dit punt, wanneer het zich bevindt in dat 
punt van de buis, waar de straal een hoek van 60° maakt 
met de naar beneden gerichte verticaal, daar in betrekke- 
lijke rust zal blijven. 

Toon aan, dat die stand een standvastige evenwichts- 
stand is. 

2. Een homogene cirkelvormige plaat (straal ==, dikte 
te verwaarloozen) ontvangt een stoot loodrecht op de plaat 
gericht en die aangrijpt in een punt van den omtrek. 

Bepaal den bewegingstoestand van de plaat tengevolge 
van de werking van den stoot en bewijs, dat de arbeid 
van den stoot gelijk is aan de kinetische energie, door den 
stoot aan de plaat meegedeeld. 

ò. Een homogene staaf (lengte =l, dikte te verwaarloozen) 
wordt met een harer uiteinden op een horizontaal vlak ge- 
plaatst in een stand, waarin zij een hoek « met dat vlak maakt. 

Als de staaf zich gaat bewegen onder de werking van 
haar gewicht en de beweging van het uiteinde over het 
steunvlak ondersteld wordt zonder wrijving te geschieden, 
vraagt men de hoeksnelheid van de staaf te bepalen op 
het oogenblik, dat zij den horizontalen stand bereikt. 


PROPAEDEUTISCHE EXAMENS vóór de Zomervacantie, 1914. 


Stelkunde. (CI. — W.L. — 5L. — EL) 


1. Bewijs de betrekking 


Eel Ie Harlan ronte att Boten 
Perl ad y' y! + a’ a’ + Cu == A a’ AN y! 
Pei + y!! y' —L a! a! Ee 2 ‚ a! jeil y!! 


Examen-Opgaven W, T. Me jrg. 9 
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2. Wat leeren omtrent de wortels van de vergelijking 
3 — 6x? — 124 +112 =0 
a. de regel van Descartes; 
b. het theorema van Rolle; 
c. het theorema van Sturm ? 
3. Los de vergelijking van het vorige vraagstuk recht- 
streeks op. 


Analytische Meetkunde. (C. 1. — W.L. —S.I. — EI) 


1. Bepaalde vergelijking van de kegelsnede gegeven door 
L= AH bt + Ct?, 
y=a,dbitt et? 
waarin t een veranderlijke parameter is. 
Bepaal ook den aard van deze kegelsnede. 
2. Bepaal de vergelijkingen van die raakvlakken aan 
de twee oppervlakken 


Hiks y° Eje 

Ee Á_  ==n? 
ae ene 
2 y° ze Re 
OE RR 


welke evenwijdig zijn aan het vlak 
Ax + By H- Cz =0. 
Bewijs, dat de raakpunten dier vier vlakken op één 
rechte lijn liggen, en geef de vergelijkingen van deze lijn. 
8. Gegeven de kegelsnede 250,4? =2ag ib 
en de kegelsnede ZO YZ 
Gevraagd welk regelvlak gevormd wordt door de rechten, 
die de beide kegelsneden ontmoeten, en tevens evenwijdig 
zijn aan het vlak X0Z. 


Analytische Meetkunde. (B. 1. — T. — M, L) 


1. Gevraagd te bepalen de vergelijking van die koorde 
van de hyperbool ay=4 
welke in het punt (8, 14) wordt middendoor gedeeld. 

2. A is een vast punt op de z-as, P is een punt op de 
y-as. Door P trekt men een rechte loodrecht op PA; deze 
loodlijn snijdt de x-as in B. Op PB bepaalt men een punt 
C zoo, dat P in het midden van BC is. 


Gevraagd de meetkundige plaats van C als P de y-as 


doorloopt. 
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8. Gegeven twee punten A (a,0) en B (0, b). 

Gevraagd de vergelijking van de gelijkzijdige hyperbool, 
die door den oorsprong en door A gaat, en in A tot kromte- 
cirkel heeft den cirkel, die AB tot middellijn heeft. 


Analytische Meetkunde. (B. LT. M.L) 


besboorshet punts tz, yi, er) gaanstwee rechten d; 
en d,, die respectievelijk tot richtingscoëfficiënten hebben 
l,, m,n, en l,, my, No. 

Door het punt P, gaat ook de rechte d, die tot richtings- 
coëfficiënten heeft U, + pl,, Mm, + pms Nn, + pn. 

Bewijs, dat de drie rechten d,, d, en d in één plat vlak 
liggen, en geef de vergelijking van dit vlak. 

2. Gevraagd de vergelijking van den kleinsten bol, die 
raakt aan de zas, en ook aan de rechte: 

Ba + 4y — 50, 
N= Ö2, 

3. Van een ellips zijn F, en F, de brandpunten, en A 
is een der uiteinden van de groote as. Pis een willekeurig 
punt op de ellips, en S is het snijpunt der raaklijnen aan 
de ellips in de punten A en P. V, en V, zijn de voet- 
punten der loodlijhen neergelaten uit S op de brandstralen 
PF, en PF. 

Bewijs: DAN OV: 


Differentiaal- en Are de (CI. —W.I—S.I— EL) 


1 Bereken An B. 
Vz nee 1 
2. Bereken Kee deel van het oppervlak 
zr? — y?, 
dat in den eersten ruimtehoek der coördinaatvlakken ligt, 
en begrensd wordt door de vlakken 


y=0, 
z == 0, 
Deere 


8. De coördinaten van een willekeurig punt A eener 
vlakke kromme zijn & en y. Eene lijn, evenwijdig met de 
Y-as en op een afstand y daarvan verwijderd, wordt door 
de raaklijn in A in het punt B gesneden. Eene lijn, door 
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B evenwijdig met de X-as getrokken, snijdt de or 
van het punt A in C, 

Bepaal de vergelijking der kromme, als gegeven is, dat 
zij door den oorsprong gaat, en dat AC eene onveranderlijke 
lengte a bezit. 


Analyse. (B. 1. — T. — M.L) 


1. Zoek waarden van x. die voldoen aan: 


Heeva ne eel 
beswenba bee Ean 
CEL Sorel 
de mods del 


2. Van een kromme lijn is de" vergelijking in recht- 
hoekige coördinaten: (@ — 1)? (@ —4) + 6xy? = 

a. Toon aan, dat deze kromme de Y-as tot eenigste 
asymptoot, en het punt &=1, yY=0 tot knooppunt heeft. 

b. Bepaal de vergelijkingen der raaklijnen in dit knoop- 
punt, en toon verder aan, dat de kromme een lus heeft. 

3. Bepaal de waarde van: vz 


xe log 
ban Ne 
1 


Beschrijvende Meetkunde. 


1. Perspectief. Horizonshoogte 15 cM,‚ distantie 20 cM, 
oogpunt links, distantiepunt rechts. 

Op een grondvlak rust met zijn plat grensvlak een halve 
bol (straal =5 cM), die het tafereel raakt in het punt A. 

Dit punt A is zoodanig gekozen, dat de loodlijn uit A op 
de grondlijn getrokken den afstand van oog- en distantie- 
punt middendoordeelt. Door het middelpunt van het grond- 
vlak wordt een vertikaal vlak gelegd, dat met het tafereel 
een hoek van 45° maakt. (Opening naar links.) 

Een in dit vlak gelegen rechte lijn rust op den bol ; een 
harer uiteinden ligt op de grondlijn ; haar werkelijke hen 
is 20 cM. 

Bepaal de perspectief van den halven bol, van de acht 
lijn, en van het raakpunt van deze met den halven bol. _ 

2. Rechthoekige projectie. Een ringoppervlak rust op het 
horizontale vlak en raakt aan het verticale. Straal van den 
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wentelenden cirkel 3 cM, straal van den hartcirkel 6 cM. 

De ring wordt verlicht uit een punt L, gelegen ineen 
vlak loodrecht op de as van projectie, dat aan den rechter- 
kant den ring uitwendig raakt. Hoogte van L boven het 
horizontale vlak 18 cM; afstand voor het verticale vlak 
eveneens 18 cM. Bepaal de hoogst en laagst gelegen punten 
van de lichtgrens op den ring. 

DECOR OM Te NL AO Vi 130 LO Zi 12000 
50 cM (axonometrisch gemeten). Een omwentelingscilinder 
raakt zoowel aan het vlak XOY als aan het vlak XOZ, 
ware lengte van den straal 5 eM. In het vlak YOZ ligt 
een rechte lijn a,, die de as OY snijdt in een punt A 
(OA == +6 eM) en de as OZ in een punt B(OB = +12 cM). 
In het vlak XO0Z ligt een rechte lijn a,, die de as OX 
snijdt in een punt C (OC = +12 cM) en de as 0Z in een 
punt D (OD =+6eM). OA, OB, OC, OD zijn in ware lengte 
gegeven. a, en a, zijn de richtlijnen van een hyperbolische 
paraboloïde, die XOY tot richtvlak heeft. Leg een vlak W 
evenwijdig aan XOY, en op 3 cM daarboven gelegen (ware 
afstand). 

Construeer de in het vlak W gelegen punten der door- 
snijding van cilinder en paraboloïde. 

Kies in dit vlak het punt P der doorsnijding, dat het 
verst van het vlak YOZis verwijderd, en construeer daarin 
de raaklijn aan de doorsnijding der beide oppervlakken. 


Theoretische Mechanica. (T. — M.L) 


1. Van vier even groote en homogene bollen rusten drie 
op een horizontaal vlak, terwijl de vierde bol zoo op deze 
drie geplaatst is, dat de vier middelpunten de hoekpunten 
zijn van een regelmatig viervlak. ledere bol heeft de 
massa Ms; versnelling der zwaartekracht is g. Elke twee 
bollen trekken elkaar aan; de aantrekkingskrachten vallen 
langs de rechte, die de middelpunten der twee bollen 
verbindt; voor elk tweetal bollen is de aantrekking even 
groot. | | 

Hoe groot moet deze aantrekking zijn willen de bollen 
in den eerst beschreven stand in rust blijven. Wrijving te 
verwaarloozen. 

2. In elk der hoekpunten van een geliĳkzijdigen driehoek 
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van ijzerdraad is een materieel punt met massa m beves- 
tigd. De massa van het ijzerdraad kan verwaarloosd worden. 
De driehoek is opgehangen in een punt van den omtrek 
en kan slingeren in zijn eigen vlak, dat vertikaal gedacht is. 
Gevraagd wordt voor welk punt van den omtrek (als 
ophangpunt gekozen) de slingertijd minimum, en voor welk 
punt van den omtrek de slingertijd maximum zal zijn. 
_ 8. Een zwaar materieel punt A kan zich zonder wrijving 
bewegen door een rechte buis, terwijl deze buis met een 


constante hoeksnelheid wv draait om een vertikale as, welke 


de buis ontmoet in een punt O. De buis maakt met de 
vertikaal den hoek 2. 

Bij den aanvang der beweging bevindt A zich in O en 
heeft een absolute snelheid nul. Gevraagd wordt voor een 
willekeurig tijdstip te bepalen de plaats van A, en den 
druk door de buis op A uitgeoefend. De versnelling der 
zwaartekracht is g. 


CANDIDAATS-EXAMEN. — JUNI 1914. 


Theoretische Mechanica. 


1. Een stoffelijk punt (massa =1) beweegt zich in een hori- 
zontaal vlak onder de werking van twee krachten. De eerste 
iseen kracht k — 4u? evenwijdig aan de as OX; de tweede 
een kracht — u°y evenwijdig aan de as OY, als x en y de coör- 
dinaten van het punt zijn. Ten tijde t= 0 is het punt in den 
oorsprong O en heeft het een snelheid v, langs de as OY. 

Bepaal de coördinaten en de snelheid van het punt ten 
tijde ft, benevens de VerBng van de baan, door het 
punt doorloopen. 

ug en k zijn gegeven constanten; de assen OX en OY 
onderling rechthoekig. 

2. Een gesloten vat in den vorm van een kubus, waar- 


van het bovenvlak ABCD horizontaal is, is geheel gevuld 


met een vloeistof en wordt in eenparig versnelde beweging 
voortbewogen in de richting van de ribbe ADB. 
Men vraagt het perspunt te bepalen van den druk der 


vloeistof op elk der beide wanden van het vat, die loodrecht 


staan op de ribbe AB. 
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Gegeven is: lengte ribbe van het vat =a; gewicht der 
vloeistof =G; versnelling der beweging =a; de druk in 
het‘punt.B = 0, 

3. Een homogene plaat in den vorm van een geliĳk- 
beenigen driehoek kan om zijn basis als horizontale as 
vrij wentelen. Terwijl de plaat in standvastig evenwicht 
is onder de werking van haar gewicht, wordt ze door 
een stoot in beweging gebracht. De stoot wordt zóó 
aangebracht, dat de wentelingsas er geen reactie van 
ondervindt. 

Bereken de grootte van den stoof, als de plaat slinge- 
ringen gaat maken, waarvan de wijdte 180° is. 

De dikte van de plaat wordt verwaarloosd. 

Gegeven is: m de massa; b de basis; h de hoogte van 
de plaat. 


PROPAEDEUTISCHE EXAMENS na de Zomervacantie, 1914. 


sStelkunde. (C,I. — W.L. — SI. — EL) 
1. Bepaal de wortels van de vergelijking 


Ben 1 
1 x Oek) 
1 pe T 


door toepassing van eene gebruikelijke oplossingsmethode. 
Welke wortel is onmiddellijk aan te wijzen ? 
2. Bewijs door toepassing van de grafische voorstelling 
der complexe getallen, dat 
en 0 
Woelderen 


Analytische Meetkunde. (C. 1. — W. IL. — S. L. — E. 1) 


1. Gegeven een parabool v*=2pr 
en een punt M (a,b). 

Gevraagd de vergelijking van die koorde der parabool, 
die in het punt M middendoor wordt gedeeld. 

2. Gevraagd de vergelijking van den bol, die door het 
punt (a,b,c) gaat en loodrecht snijdt de drie bollen, die 
tot vergelijkingen hebben :. | 


BREE Ee oen 
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nd yt dz? Arts D=0; 
ne dy? Hz? — Aard D=0; 
ny? +2? + Ba + Cy + D=0. 

8. Gegeven het oppervlak Ors: #y =aë. 

Gevraagd: 

1. De vergelijking van het oppervlak O, ‚gevormd door 
de normalen van het oppervlak O,, in de punten der X-as 
opgericht op O,. 

II. Het aantal par Sor in den bundel tweedegraads- 
oppervlakken, bepaald door O, en O,. 

IL De vergelijking van het oppervlak, gevormd door 
de wederkeerige poollijnen van de rechte lijn : 

vty=b, 
z=0, 
ten opzichte van den onder IT bedoelden bundel. 


Analytische Meetkunde. (B. I. — T. — M.L) 


1. Gegeven een parabool y?=?2r# en een punt M (1,1). 
Gevraagd de coördinaten van de uiteinden van die koorde 
van de parabool, waarvan M het midden is. 

2. Gevraagd de vergelijking van de gelijkzijdige hyper- 
bool, gaande door de drie punten A (a,0), B (0,5), C(a, b) 
en door het zwaartepunt van den driehoek ABC. 

8. Gegeven zijn de punten A en B en het punt D op 
het verlengde van AB aan den kant van B. 

Gevraagd de meetkundige plaats van een punt C zoo- 
danig gelegen, dat van driehoek ABC de aangeschreven 
cirkel aan BC, het verlengde van AB in D raakt. 


Analytische Meetkunde. (B. I. — T. — M.L.) 


1. Van een driehoek ABC is de grondlijn AB gegeven 
in grootte en stand. De top C beschrijft een rechte lijn 
evenwijdig aan AB. 

Gevraagd de meetkundige plaats der hoogtepunten van 
de driehoeken ABC. 


2. Een kegel heeft tot top het punt (0,0,2): De grond- 


kromme is een cirkel gelegen in het vlak XOY, waarvan 
het middelpunt in den oorsprong ligt en die een straal 2 heeft. 


Gevraagd de vergelijkingen der beide raakvlakken aan 


dezen kegel, die door het punt (1,1, 1) gaan. 
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8. Gevraagd de vergelijkingen der bollen, die raken aan 
de drie (onderling loodrechte) coördinaat-vlakken en die 
tevens door het punt (1,1,2) gaan. 


Differentiaal- en Integraalrekening. (C. 1. — WI. —S. 1. — EL.) 
1. Substitueer eg=rcosp en y=rsinp in den vorm 
dy 
Hrinr d 


dae 


dyj° | 
tt (60) 

2. Eene lijn, waarop zich een vast punt A en een ver- 
anderlijk punt P bevinden, snijdt in O eene tweede lijn, 
waarop een vast punt B en een veranderlijk punt Q liggen. 
Bepaal de omhullende der lijn PQ, als bovendien de be- 
trekking OP. OQ =AP. BQ 
gegeven is. 
motel OA =a en OB==b. 

8. Integreer de differentiaalvergelijking 


4 2 
Ee j 24° GU gaty=cos 


wanneer a=—=l. 


Analyse. (B. — T. — M.) 
log x 

1. Bepaal de limietwaarde van: Wecotg ax voor @ =0. 

2, Van de vlakke kromme, wier vergelijking in recht- 
hoekige coördinaten is wy — 4ay? + 3a?a = 0 
worden gevraagd: 

1°. de coördinaten der buigpunten en de vergelijkingen 
der raaklijnen in deze punten. 

20, de oppervlakte van de figuur, begrensd door de 
kromme en haar asymptoot. 

9. Bewijs, dat de vlakke krommen, waarvoor de afstand 
van den oorsprong van een rechthoekig coördinatenstelsel 
(XY) tot de raaklijn in een willekeurig punt gelijk is aan 
de -abscis van het raakpunt, bepaald worden door de differen- 


taalvergelijking : 2ay Ze Jar? —y?=0 


Toon door integratie van deze vergelijking aan, dat bo ven- 
genoemde eigenschap alleen toekomt aan de cirkels, die 
de Y-as in den oorsprong raken. 

Prons 
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Beschrijvende Meetkunde. 

1. Centrale projectie. In het tafereel ligt een rechte lijn a, 
Verder zijn nog gegeven de willekeurige rechte lijn a, (D, V») 
en het vlak d‚v,. a, en a; zijn de richtlijnen eener hyper- 
bolische paraboloïde met richtvlak d‚v,. Construeer een 
niet op a, of a, gelegen punt P der paraboloïde, benevens 
haar raakvlak in P. 

2. Rechthoekige projectie. In het verticale vlak ligt een 
rechte lijn h‚, die met de as van projectie een hoek van 45° 
maakt. (Opening naar rechts, h ligt boven de as van pro- 
jectie.) Een cirkel, welks straal 5 cM. is, raakt zoowel de 
as van projectie als de lijn A; zijn middelpunt M ligt bin- 
nen den scherpen hoek van h en de as. Cirkel (M) wentelt 
zoowel om h als om de as van projectie ; daardoor ontstaan 
twee gesloten ringoppervlakken. Construeer de projectiën 
van een niet op cirkel (M) gelegen punt P van hun door- 
snijding, benevens die der raaklijn in P aan die doorsnijding. 

3. Awonometrische projectie. De tafereeldriehoek XYZ 
is bekend door de waarden XY=25eM, 4 XZ4Y 45% 
LYXZ==60°. In het vlak XOY ligt een cirkel, middel- 
punt O, ware grootte van den straal 5 cM.; deze cirkel is 
het grondvlak van een omwentelingskegel, top 4. Van een 
hyperboloïde zijn OZ en XY twee der richtlijnen ; de derde 
is de verbindingslijn van twee punten A en B. A is het 
vóór YOZ gelegen snijpunt van eirkel (O) met OX, B 
wordt verkregen door uit Y de evenwijdige aan OZ te 
trekken en op deze YB=40Z naar boven uit te meten. 

Bepaal het tweede op AB gelegen gemeenschappelijk punt 
P van kegel en hyperboloïde (A is het eerste) en construeer in 
P de raaklijn aan de doorsnijding van kegel en hyperboloïde. 


Theoretische Mechanica. (Technologen ) 


1. Een materieel punt A, met massa m gram, kan zich 
vrij bewegen in het vlak XOY. Het wordt aangetrokken 
door den oorsprong OQ met een kracht u?m OA dynes, en 
tevens door de X-as met een kracht 3 u?m AA’ dynes, 
waarin A’ de projectie is van A op de X-as. 

Bij den aanvang der beweging bevindt A zich in het 
punt (o,b) en heeft daar een aanvangssnelheid wa even- 
wijdig aan de X-as. 
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Gevraagd de baan van A en de punten der-baan, waarin 
de snelheid nul is. 

2. Een zwaar materieel punt A (massa m) kan zich 
zonder wrijving bewegen door een cirkelvormige buis met 
straal R. Het middelpunt van den cirkel beschrijft met 
standvastige snelheid een horizontaal liggende rechte /. 
De cirkel is en blijft daarbij horizontaal. Bij den aanvang 
der beweging bevindt A zich in een dier punten van den 
cirkel, waar de raaklijn evenwijdig aan l is. A heeft dan 
een absolute snelheid nul. 

Gevraagd de beweging van A door de buis en de druk 
door A op de buis uitgeoefend: 

Versnelling van de zwaartekracht is g. 

5. Een holle omwentelingskegel rust met het grondvlak 
op een horizontaal vlak. De kegel is geheel gevuld met 
zware vloeistof, De druk in de vloeistof is in den top van 
den kegel nul. 

Gevraagd wordt uit te drukken in het gewicht (G gram) 
van de vloeistof 1°. de druk op het grondvlak, 2°, de druk 
op het ronde oppervlak. 


CANDIDAATS-EXAMEN SEPTEMBER 1914. 


Theoretische Mechanica. 


1. Een stoffelijk punt met de massa m wordt naar een 
vast centrum getrokken met een kracht a ‚ omgekeerd- 
evenredig aan de zevende macht van den afstand tot dit 
centrum. 

Als het stoffelijk punt op den afstand a van het centrum 
een snelheid v, heeft, loodrecht gericht op den voerstraal 
a en u? =3a'v,° gesteld wordt, bepaal dan : 

1°. de plaats van het punt op een willekeurig tijdstip 
van de beweging ; 

29, „de baan: 

2. Van een dunne plaat in den vorm van een halven 
cirkel is de dichtheid in elk punt evenredig met den af- 
stand van dat punt tot de begrenzende middellijn. 
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Bepaal den afstand van het zwaartepunt van de plaat 
tot deze middellijn, en en toon aan, dat die afstand gelijk 
is aan de gereduceerde slingerlengte van een homogene 
plaat van dezelfde afmetingen als bovengenoemde, wanneer 
zij om de begrenzende middellijn als horizontale as wentelt. 

5. Een homogene bol met den straal a wordt, terwijl 
hij met een hoeksnelheid w om een horizontale middellijn 
wentelt, op een ruw horizontaal vlak geplaatst, zoodat hij 
zijn beweging over dit vlak rollend en glijdend begint. 

Bereken den arbeid, door de wrijving verricht gedurende 
de geheele beweging over dit vlak. 

Wrijvingscoëfficient tusschen bol en vlak gelijk f, 


EXAMEN Kir 1914. 


hi 
ane: ze ml oe. Ì 


Theoretische Mechanica. (3 uren.) 


1. Op een horizontaal vlak is een halve bol (middelpunt M) 
met zijn plat grensvlak vast bevestigd (straal 1 M.). Op een 
afstand AM- == 2M. is een scharnier bevestigd; om dit 
scharnier kan een gelijkslachtige stang van 2 M. lengte 
zich in het door AM gebrachte vertikale vlak bewegen. 
Gewicht der stang 20 KG. Men laat de stang op den halven 
bol rusten. Hoe groot zijn de drukkingen op bol en schar- 
nier door de stang uitgeoefend ? 

2. Over een katrol (straal == 1,2 dM., gewicht 8 KG.) is 
een koord geslagen. Aan de uiteinden van dit koord hangen 
gewichten K, =20 KG. K‚, == 10 KG. Beide hangen oorspron- 
kelijk 5 dM. beneden het middelpunt der katrol. De wrijving 
van het koord over de katrol is groot genoeg om slipping 
te verhinderen. Men laat den toestel aan zich zelven over, 
tot het gewicht K, 2,5 dM. is gedaald. Hoe groot is op dit 
oogenblik de snelheid van K,‚,‚ de spanning in beide 
deelen van het koord en de drukking op de as der katrol- 
schijf? Traagheidsmoment der schijf ten opzichte van de 
omwentelingsas = 5 mr? ; (m massa). 

9. Een gelijkslachtige omwentelingskegel (straal = #, 
hoogte=h, massa= m) kan een slingerende beweging maken 
om een horizontale as, die de as van den kegel loodrecht 
snijdt en door den top gaat. De kegel hangt eerst verticaal; 
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men deelt er een hoeksnelheid w, aan mede. Hoe groot 
moet w, worden genomen, opdat de as van den kegel bij zijn 
slingering den horizontalen stand kan bereiken ? Traagheids- 
moment van den kegel voor een as door zijn zwaartepunt, 
loodrecht op de hoogtelijn — #; m (4r° + h?). 


Mechanische Technologie. (3 uren) 


1. Welke soorten van krachtwerktuigen worden gebruikt 
in fabrieken tot het drijven der arbeidswerktuigen ? 
Beschrijf een u bekend type van een dezer soorten en 
lieht uwe beschrijving met eenvoudige schetsen toe. 

2, Geef een korte beschrijving, toegelicht door eenvoudige 
schetsen, van u bekende werktuigen, welke gebezigd 
worden voor het verticaal transporteeren van personen 
(personenliften). | 

8. Welke gereedschapswerktuigen zijn u bekend, be- 
stemd tot het bewerken van metalen platen door knippen, 
ponsen en buigen? Beschrijf enkele dezer werktuigen en 
licht de beschrijving met eenvoudige schetsen toe. 

4, Geef een overzicht van de bewerkingen, die de katoen- 
vezels ondergaan om tot een draad gemaakt te worden. 


Een of twee van bovenstaande vragen naar keuze. 


EXAMEN VOOR ADJUNCT-IJKER DER MATEN 
EN GEWICHTEN 1914. 


Stelkunde. 
1. Bereken # en y uit de vergelijkingen: 
| hi 
A 
2, Bereken # uit de vergelijking : 
KI (ata?) (tat) VN (da) (a?) 
BAD) (Da IV ABE A 0) (02 a) 
= (+4) 


Driehoeksmeting. 


P, Q en R zijn de middelpunten der aangeschreven 
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cirkels van A ABC. Bewijs, dat de zijden van A PQR 
gelijk zijn aan 
a b c 
sins Arn IRE B an GR 
en dat de inhoud van A PQR gelijk is aan 
0 


YsintAsin4Bsin4C 
wanneer O den inhoud van A ABC voorstelt. 


Vlakke Meetkunde. 


In de lijn AB ligt een willekeurig punt C. Op AB, AC 
en CB zijn aan denzelfden kant halve cirkels beschreven, 
terwijl in C nog eene loodlijn is opgericht. 

Bewijs, dat de ingeschreven cirkels aan weerszijden van 
de loodlijn even groot zijn. 


Tijd voor het voorgaande te zamen 3 uur. 


Stereometrie. 


Gegeven drie evenwijdige lijnen, die niet in hetzelfde 
vlak liggen. 

Op eene ervan neemt men eene gegeven lengte AB, op 
de tweede een willekeurig punt C, en op de derde een 
willekeurig punt D. 

Te bewijzen: 

1°. dat het viervlak ABCD een onveranderlijken inhoud 
heeft, ouverschillig hoe de punten C en D of het stuk 
AB liggen. 

20, dat die inhoud evenredig is met AB. 


Beschrijvende Meetkunde: 


Eene regelmatige pyramide, waarvan T de top is, heeft 
tot grondvlak den regelmatigen zeshoek ABCDEF. Elke 
opstaande ribbe is 70 en elke ribbe van het grondvlak 
80 mM lang. Het zijvlak TAB ligt op het horizontale pro- 
jectievlak, zoodanig dat AB rechthoekig op de as van 
projectie staat, en dat A dichter bij die as ligt dan B. 

Gevraagd te construeeren : 

1°. de projecties van die pyramide; | 

20, de projecties en de ware gedaante der doorsnede 
van de pyramide met een verticaal plat vlak, dat door B 


òl 


gaat en door het punt, dat op 4 van de ribbe TA, van 
den top T af gerekend, ligt. 


Tijd voor Stereometrie en Beschr. Meetkunde samen 3 uur. 


Mechanica (1 uur). 


Eene cylindrische buis met straal R staat op een hori- 
zontaal vlak. Twee gladde bollen met stralen a en b, samen 
grooter dan R, zijn er in geplaatst. 

Gevraagd te bewijzen dat de cylinder niet zal omkantelen 
‚als de verhouding van zijn gewicht tot dat van den bo- 
vensten bol grooter is dan 

OR —a— 
R Fa Ed 


EXAMEN VOOR CANDIDAAT-ACTUARIS. - 
December 1914. (3 +3 uur.) 


hmnee 


1. Indien bij eene stationnaire gemeenschap (d. w. z, 
eene gemeenschap, waarbij alleen intreden door geboorte 
en uittreden door overlijden plaats heeft en steeds heeft 
plaats gehad) jaarlijks » sterfgevallen voorkomen per 10000 
personen, dan is de gemiddelde leeftijd bij overlijden 
TO, Bewijs dit 

2. Welke kans heeft men om met 6 dobbelsteenen de 
worp 1, 2, 3, 4, 5, 6 te doen, wanneer men één dobbelsteen 
in zijn voordeel mag verleggen ? 

3. Hoe groot is de kans, dat een y-jarige binnen een 
jaar na een «-jarige sterft ? 

4. Wat verstaat men onder een „select”-, een „ultimate”’- 
en een „aggregate”-sterftetafel ? 

5. Als van eene postnumerando betaalbare annuïteit de 
beginwaarde a7j=15,622 en de eindwaarde sj = 41,646, 
men den rentevoet en den duur dier annuïteit te bepalen. 


1. Iemand, oud 30 jaar, heeft eene verzekering gesloten 
voor eene uitkeering van f 3000,— bij zijn overlijden met 
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levenslange premiebetaling. De acquisitiekosten worden 
gesteld op 2°/, van het verzekerde kapitaal, de doorloopende 
onkosten op 10°/, der bruto-premie. Hoe groot is de bruto- 
premie en hoe hoog zal de premie worden, indien 10 jaren 
na het sluiten der verzekering de bepaling gemaakt 
wordt, dat de premiebetaling zal ophouden op den 60sten 
verjaardag ? 

2. Tot dekking van de terugbetaling eener schuld moet 
een 40-jarige eene tijdelijke verzekering van uitkeering 
bij overlijden sluiten voor een zoodanig bedrag, als telkens 
van de schuld nog onafgelost is. De schuld bedraagt oor- 
spronkelijk f 5000— terwijl jaarlijks aan het eind van het 
jaar f 500,— „wordt afgelost. De premie der verzekering 
wordt uiterlijk gedurende 5 jaren betaald. 

Geef de formule voor de netto-premie, alsmede voor de 
met netto-premie ‘bekende reserve na 3 jaren, beide in 
commutatieteekens uitgedrukt. 

8. Bepaal naar de retrospectieve methode de met 2 °/, 
gezillmerde reserve na m jaren voor eene verzekering 
van uitkeering bij leven, gesloten door een v-jarige voor 
een duur van » jaren en breng de hierbij verkregen 
formule over in den vorm van de reserve naar de pros- 
pectieve methode. 

4. Bepaal de formule voor de koopsom eener ee 
levenslang betaalbaar aan (z), wanneer de langstlevende 
van twee personen (&) en (y) overlijdt, voor het eerst aan 
het jaar, waarin het 2e sterfgeval voorkomt en verder 
postnumerando per jaar. 

5. De volgende vragen kort en zakelijk te beantwoorden: 
_1°. Wat verstaat men onder extra-premie ? Geef enkele 
voorbeelden. 

20, Vertel een en ander over de keuze van sterftetafels 
bij verzekeringen op twee levens. 

83°, Wat verstaat men onder gedisconteerde provisie ? 


N.B. Men wordt verzocht de gebruikte formulen te ver- 
melden en bij elk getal zoo mogelijk de beteekenis in 
algebraïsch schrift aan te geven. 
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De Oplossingen der Vraagstukken : 


No. 1—9 komen voor in den len jaargang. 


No. 10-20 8 4 AE » 
No. 20—90 » » » » sen » 
No. 91145 „ ek Ng. Je » 
No. 146 — 172 ” ” bj) » {en » 
No. 173—206 De ” Ey) P) gen » 
No. 206—241 ,„ ih Ee » 
No. 242- 266 „ s ve Len 


Opmerkingen omtrent vraagstukken komen voor. 


len jg. bladz. 210, betreffend Vrgst. 3, len jg. bladz. 129. 


2en „ ë 143 en 252 betreffend Vrgst. 21, 3en ja. bl. 2, 
Zen ” ” AT ’ 5 ’ 62, hed bi) ” 5 
Den „ 117 (der oplossingen betreffend Vrgst. 48 


en 63, 3en jg. bladz. 37 en 59. 

Aen jg. bladz. 48, betreffend Vrgst. 83. 

ien jg. bladz. 2 (der oplossingen) betreffend Vrgst. 129, 
Den jg., bladz. 70. 

Een vraag betreffend Vrgst. 196 in 4en jg. bladz. 47. 


mmm 


Oplossingen van Vraagstukken W. T. Me Jrg, 1 
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267. Drie cirkels (M), (N) en (O0) snijden elkander in één 
punt S; het middelpunt M ligt op den omtrek van (N). Bewijs 
dat de lijn, die de andere snijpunten A en C van (M) met (N) 
en (O) verbindt, en de lijn, die het snijpunt B van (N) en (0) 
verbindt met het tegenpunt E van M op (N), elkander in D 
op den omtrek van (O) snijden. J.Vi.D. GRIEND UREN 


Opgelost door J. v. D. GRIEND JR. en J. WERTENBROEK. 


Oplossing van J. Vv. D. GRIEND JR. 


Wij verbinden C met A en met D, snijpunt van EB - 


met cirkel (O), en bewijzen, dat / ACD gestrekt is. / SCD = 
Z SBD (of Z SBE) = 4 be SBE (of 4 bg SAE) =ZSME= 
tbe SCA; //ZSCA==ibgSA, dus / SCA 4 / SCD == 1800. 


268. De omhullende te bepalen van een cirkel, waarvan het 
middelpunt een gegeven rechte doorloopt, en waarvan de straal 
evenredig is met den afstand van zijn middelpunt tot een vast 
punt buiten die rechte. J. V. D. GRIEND JR. 


Opgelost door J, Vv. D. GRIEND JR, W.G. v. D. MEER, 
J. WERTENBROEK. 


Oplossing van J. Vv. D. GRIEND JR. 


Zij p de gegeven rechte, O het vaste punt buiten p, (N) de 
veranderlijke cirkel met het middelpunt N opp. Evenals in 
No. 258, Jg. X, bladz. 22 der opl. blijkt, dat het uitwendige 
gelekvormigheidspunt S van (N) met zijn volgenden stand 
gevonden wordt als snijpunt van OS _L ON met p, terwijl de 
cirkel (Q) op SN als middellijn gelijkvormigheidscirkel is, en 
de snijpunten P en P’ van dezen met (N) de beschrijvende 
punten der omhullende zijn. Neemt men het symmetrische 
punt 0’ van O ten opzichte van de rechte p‚ dat ook op cirkel 
(Q) ligt, dan blijkt dadelijk, dat de raaklijn SP der om- 
hullende Z OPO’ middendoor deelt, zoodat de omhullende 
een kegelsnede is met O en 0’ tot brandpunten, dus met 
p tot as en OO’ tot brandpuntsas. Door N in het midden 
van OO’ te brengen, ziet men gemakkelijk, dat de halve 
brandpuntsas Ca—=d is, als d de afstand van O tot p is, 


en dat de numerieke exeentriciteit der kegelsnede Gis 


nl Ni ER 
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De andere halve as volgt daaruit als b==d\{(C? —1). Is 
C)1, dan is de kromme een ellips (waarbij alleen de cirkels 


met een straal & oe elkaar snijden), voor C{ 1 een hyperbool 


(waarbij de hoek van de asymptoten met p gelijk bg cos C is). 
Voor C=l ontstaan alleen de punten O en 0’, tenzij de 
rechte p in het oneindige ligt en men het snijpunt van 
ON en den cirkel (N), die dan een rechte wordt, een stand- 
vastige rechte laat doorloopen: dan ontstaat de parabool 
als omhullende van het been van een rechten hoek, waar- 
van het hoekpunt een rechte doorloopt en het andere 
been door een standvastig punt gaat. 


Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


Neem de gegeven lijn tot Y-as en de loodlijn uit het 
gegeven punt P (a, 0) tot X-as. Zij n de evenredigheidsfactor. 
Elk der cirkels kan dan voorgesteld worden door: 

DH (Y Yo)? =P (Yo* +4?) of 
BEH yr Dyoy + (ln?) y,? —nta? =0, 
waarin y‚ veranderlijk. Rangschikkende naar y, komt er: 
(Ln) yo? — yo He? Hy? — nat =0. 
Voor 2 gelijke wortels y, is noodig : 
Annee U a) 0, 
zijnde de vergelijking van de omhullende. De vergelijking 
2 


4 Ee vis y sch 
is te schrijven in de gedaante PP + beesten l, 


De omhullende is dus een ellips voor n ) 1, een hyper- 
bool voor „<1, terwijl voor n= 1de X-as de omhullende is. 
Het gegeven punt is brandpunt van de omhullende. 


269. Aan twee gegeven cirkels worden twee raaklijnen ge- 
trokken, die een gegeven constanten hoek met elkander maken 
en den eenen cirkel in A, den anderen in B raken. Gevraagd 
de omhullende van de verbindingsrechte AB. 

JN eD ORIENDIJE. 


Opgelost door J. Vv. D. GRIEND JR. 


Oplossing van J. Vv. D. GRIEND JR. 


Zij de cirkel met het raakpunt A (O) (straal R), die met 
B tot raakpunt (P) (straal r); nemen: wij de verbindingslijn 


- 


OP der middelpunten tot z-as (OP =a) en O tot oorsprong , 
noemen Z AOX =9, dan is het gemakkelijk in te zien, dat 
BPX —=4 Ja is, waarin a constant (hoek der raaklijnen). 
De coördinaten van A zijn dan Reosgó, Rsing, en van B: 
rcos(4 Ha) Ha, rsin(4+-a). Daaruit volgt dan voor de 
vergelijking der verbindingsrechte AB: 
x(r sin (6 Ha) — R sin 4) — y (r cos (4 + a) — R COS 4 + 4) — 
Rrsina + Rasin6=—=0 . . (1) 
Differentiatie naar 4 geeft: 
@ (1 cos (6 a) — R COS 9) + g (r sin (6 + 2) — Rein 0) + ĳ 
Ra cos 4 =O en 
Vermenigvuldigt men (1) met sind en (2) met cos 4 en 
telt op, dan krijgt men: 
x (r Cos a — R) + y (r sin a — a sin 4) — 
Rrsinasin4 + Ra=0 . . (3) 
_ Vermenigvuldigt men (l) met cos4 en (2) met sin 6, en 
trekt af, dan ontstaat: 
er sin a — y(rcosa— RH acos6s) — Rrsinacos4=0.. (4) 


Lost men sin6 uit (3) en cos4 uit (4) op, en substitueert 


in cos? é+-sin?4=1, dan krijgt men de gezochte verge- 

gelijking der omhullende: 

m2 (r2 4 R?—2Rr eos a) + y° (rd R? —2Rr cosa — ad?) + 
Raz (r cosa — R) + R? (a? —r°sin?a)=0 . . (5) 

Zij is dus een kegelsnede met de rechte OP als as. 

Nadat wij dit door de analyse gevonden hebben, zoeken 
wij de bijzonderheden dezer kegelsnede door meetkundige 
beschouwing. Wij bepalen daarbij de positieve richtingen 
van beide raaklijnen volgens de richting (bij beide cirkels 
dezelfde), waarin de cirkels doorloopen worden. 

Bepalen wij het gelijkvormigheidspunt S van de rechten 
OA en PB, dan is dit gelegen op den gelijk vormigheids- 
cirkel van (O) en (P), en daar de punten Aen Bde cirkels 
(O) en (P) gelijkvormig doorloopen, blijft dit punt S gedurende 
de geheele beweging een standvastig punten A SAB gelijk- 
vormig met zich zelf; men gaat gemakkelijk na, dat 
ZASB=a is, Het raakpunt Q met de omhullende vindt 
men door SQ, onder een hoek SQB =/Z SAC (als C het snij- 
punt der raaklijnen in A en B is) naar AB te trekken. 
Dezelfde stralen SA en SB snijden de cirkels ‚O) en (P) nog 
in twee andere punten A’ en B’; SA’B' is een andere stand 


es 
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van A SAB; A’B'//AB; op A/B’ wordt het raakpunt Q/ 
gevonden door SQ/ zoo te trekken, dat Z SQ/B’ het supple- 
ment van /SACis. Daar de rechten AB en A/B’ evenwijdige 
raaklijnen aan de kegelsnede zijn, moeten van alle op deze 
wijze verkregen puntenparen Q, Q/ de wverbindingslijnen QQ’ 
door een standvastig punt M van OP gaan : het middelpunt der 
kegelsnede. 

In het bijzonder, wanneer men SA en SB door de middel- 
punten O en P trekt, zijn AB en A’B/ evenwijdig met OP; 
de rechten SQ, en SQ/ vallen samen in de loodlijn van uit 
Ss op AB of A/B’. Dus: het middelpunt der kegelsnede is de 
projectie van S op OP; de projectie van teder der middellijnen 
van (0) en (P), die door S gaan, op de loodlijn uit S op OP is 
een der assen van de kegelsnede (altijd reëel). 

En in de tweede plaats, wanneer SA en SB raaklijnen 
worden, vallen A en A/ en Ben B’ samen, ter wijl de punten 
Q en Q/ in het oneindige op AB liggen. 

Dus: de verbindingen van de raakpunten van de overeen- 
komstige raaklijnen vit S aan de twee cirkels getrokken, 
zijn de asymptoten der kegelsnede. (Als nevenresultaat vin- 
den we: Trekt men uit een willekeurig punt S van den gelijk- 
vormigheidscirkel van twee cirkels twee overeenkomstige raak- 
lijnen aan deze cirkels, dan gaat de verbindingslijn der raak- 
punten door de projectie van $ op de verbindingslijn der 
middelpunten.) 

De constructie der asymptoten geeft ons tegelijkertijd 
een middel om te onderscheiden tusschen het geval van 
ellips eú hyperbool. Er blijkt dadelijk uit, dat de kegelsnede 
een ellips is, wanneer de eene cirkel geheel binnen den ander 
ligt; hyperbool, als de cirkels geheel buiten elkander vallen ; 
en dat, in het geval van snijdende cirkels, een ellips zal 
ontstaan, als S valt binnen beide cirkels, d. 1. als a grooter 
is dan de hoek der stralen in een der snijpunten, en een 
hyperbool, als S buiten beide cirkels valt, of « kleiner is 
dan die hoek. Is «a juist gelijk aan den hoek, zoodat S in 
een der snijpunten ligt, dan ontaardt de omhullende in twee 
punten: de beide snijpunten, als overgang tusschen ellips 
en hyperbool (hoek der asymptoten dichtgeslagen tot 0) : het 
eene snijpunt (waarin S niet ligt) behoort tot de omhullende, 
omdat daardoor alle verbindingslijnen der raaklijnen gaan, 


Tr AA NEET 


ne ke 
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het andere, omdat daar de verbindingslijn der raakpunten 
onbepaalde richting krijgt. 


Als a==0, ligt S in hetuitwendig,’ als «== TOO Ne 
inwendig gelijkvormigheidspunt. De omhullende ontaardt 


in dat enkele punt (dubbelpunt); in het geval der hyper- 
bool is de hoek der asymptoten verminderd tot den hoek 
der uitwendige, of geopend tot den hoek der uitwendige, 
of geopend tot den hoek der inwendige raaklijnen. 


210. Het punt K (punt van Lemoine) in den A ABO, is de 
pool van de Pascalsche rechte ten opzichte van den omgeschreven 
cirkel van - A ABC. _ ANDRE OLIVIER. 


Opgelost door W. MEYER, ANDRE OLIVIER, J. WERTENBROEK. 


Oplossing van ANDRE OLIVIER. 


Zij ABC een willekeurige driehoek, M zijn omgeschreven 
cirkel, en PQR de Pascalscke rechte. 
P snijpunt van AB met de raaklijn in C; 


” »” BC » ” Pr D JN ’ 
R n » CA 2 » »” _n B : 
Bn „ de raaklijnen in B en C; 
B Kn » ” 7 ” C En À : 
if ” » » bi ” À ” B. 


Bekend wordt verondersteld: de symmedianen van een 
driehoek gaan door de polen van de zijden ten opzichte 
van den omgeschreven cirkel. 

Men heeft alzoo: 

QA heeft tot pool A. 


QB 2) %. bel A’, 

AUS AA es RENS 0E AE 
evenzoo BB’ „ Re eel Da. 
60de vl HRe 


Daar nu P, Q en R op één rechte lijn liggen is deze 
dus de poollijn van het snijpunt van AA’, BB’ en CC’. En 
dit is het punt K. 


211. Binnen een A ABU een punt P te vinden zoodanig, dat, 
wanneer uit P loodlijnen neergelaten worden op de zijden van 
den driehoek, de voetpuntendriehoek gelijkzijdig zij. | 

ANDRE OLIVIER. 


ed 
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Opgelost door C.A Cikor, W.F. GisoLF, D.J. KRUIJTBOSCH, 
W. MEYER, ANDRE OLIVIER, J. WERTENBROEK. 


Oplossing van W. PF. GISOLF. 

Zooals alle vraagstukken van dezen aard, kan dit vraag- 
stuk gesplitst worden in een aantal vragen, waarvan de 
samenvoeging de oplossing geeft. 

Gevraagd kan dan worden, wat de meetkundige plaats 
is van het punt P, zoodanig dat de daarbij behoorende 
voetpuntsdriehoek een hoek van 60° bezit tegenover een- 
zelfde hoek van den driehoek van uitgang. 

Zij deze hoek b.v. de hoek C; verbinden wij nu P met 
A en B, dan ís het niet moeilijk uit eenige koordenvier- 
hoeken te besluiten dat / APB een constante waarde moet 
bezitten, nl. C + 60°, 

Hieruit volgt de oplossing van het vraagstuk en wordt 
P gevonden als het snijpunt van 2 cirkelbogen, waar- 
doorheen de 3e cirkelboog moet gaan, want 

_AHB4CH3X60° —=3600. 
Oplossing van D. J. KRUIJTBOSCH. 

Neem een willekeurigen gelijkzijdigen driehoek aan en 
construeer op twee zijden als koorden buitenwaarts twee 
_ cirkelsegmenten, die twee hoeken van den gegeven driehoek 
bevatten. Deze twee cirkels snijden elkander behalve in een 
der hoekpunten van den gelijkzijdigen driehoek nog in 
een ander punt, welk punt men verbindt met de drie 
hoekpunten van den gelijkzijdigen driehoek. Trek nu door 
de hoekpunten van den gelijkzijdigen driehoek drie lijnen 
loodrecht op de verbindingslijnen, dan ontstaat een driehoek 
gelijkvormig met den gegeven driehoek, en waarin het 
gevraagde punt bekend is. Dit punt kan nu voor den ge- 
geven driehoek onmiddellijk geconstrueerd worden. 


Oplossing van W. MEYER. 
Zij A DEF de voetpuntendriehoek voor het punt P (D, 
E en F respectievelijk op BC, CA en AB), dan is vierhoek 
AEPF een koordenvierhoek; en PA de middellijn van zijn 


omgeschreven cirkel, dus PA = dn Evenzoo is PB —= 
DF RDE OR HDE 
smB’ bn TA Alzoo is PA : PB = nen eel 


Ü 


Daar nu EF = DF, is dus PA : PB = el ; el 
sin A ° sin B 
sin A of PA : PB = AC : BC. Evenzoo zullen we hebben 
PA:PC=AB:BC (en PB:PC = AB: AC). P is derhalve het 
snijpunt van de Apollonische cirkels van A ABC. 
Opmerking. De Apollonische cirkels snijden elkander in 2 
punten. Het tweede snijpunt, P’, ligt buiten den driehoek. 
De voetpuntendriehoek D’E’F’ van het punt P'is eveneens 
gelijkzijdig. 
_ De punten P en P’ heeten de isodynamische middelpunten 
van den driehoek. 


==isin Be 


272. Men vraagt aan te toonen, dat de bijzondere punten 
der virtueele parabool w=V?2sinw, y=} Osin?p gelegen 
zijn op een kromme, waarvan de vergelijking in poolcoördinaten 
is 3(r2 1) = tg 0. J. W. N. Le HEUX. 

Opgelost door J. W. N. LE HEUX. 


Oplossing van J. W. N. LE HEUX. 

Zij in 't algemeen de virtueele parabool «== asin, 
y=bsin?p, dan is de vergelijking in rechth. cartes. coör- 
dinaten aty* —4a' bp Ab nt) 
en in homogene coördinaten afz°y*— 4a?b?x?z? + 4b?gt =0, 

De kromme, waarop de bijzondere punten liggen, wordt 
gevonden door de Hessische determinant der homogene 
vergelijking =0 te stellen. Men vindt: N 


df òf dPf 


2_Ra2h?e? En 
OEE NDE SE 48b°°—8a?b?z 0 16a°b?xz | 
af EEA B gate: fi Zone 
EH Ee aan 0 Dare 4Aa*yz eN 
Ole — 16a°b° za 4atyz 2a*y*—8a°bx? 
òzdae  dzdy dz? 


zoodat de vergelijking der gevraagde kromme wordt: 
(6e? — a?z?) (a?zy? — 4b?za?— Aat y?z) — 16a?b°o?z? =— 0. 
Uitgewerkt en z==1 gesteld geeft dit: 
— 24b? pt — 184? ?y? +4 3aty? —1242b2? =0. 
Stel y=tx. De vergelijking wordt dan: 
8b?a? + Gat’? — att? + 4a2b? =0 
pe En Att DE 
2 ' 3a?t+4b? 


Voor: a l2, Di 


El 


erg 
RT IJ 


ed Zij t=tgw, dan is m=cosp VE En Ee 


y=sinp VS 


zoodat de poolvergelijking wordt: 8(r? +1) =tg? op 


213. Van een gelijkbeenigen driehoek is de onderlinge ligging 
van zwaartepunt, hoogtepunt en middelpunt van den ingeschreven 
cirkel gegeven. Construeer den driehoek. D.J. KRUIJTBOSOH. 


Opgelost door D. J. KRUIJTBOSCH, W. MEYER, 
J. WERTENBROEK. 


Oplossing van D. J. KRUIJTBOSCH. 


ZL is zwaartepunt, M is middelpunt ingeschreven arkel, 
H is hoogtepunt. 

Gegeven : ZH =p, ZM =g. 

Gevraagd: LABD =/e, en BD =h. 


Berekening. AB = en. AC == 2h tga. 


COS « 
sne, 
sj 1 Heiden sin « J- 1 
COS « 5 
Verder is: HD=ADtga=htg?a 
en omdat ZD =5h is, vinden we: 
Ais ie eh RL rn rare PE) 
hsin a 
ANDES Er sin a + 1 Dd A en (LI) 


Ten Il op elkander gedeeld: 
(Es sin® « heg sin « ) 
EERE) NET Me sing 


nl, 


5 DE LEN ne ke 
of: sin? « H sina + dp RE dn 

JL V[9p? —2(p —q) (Ap + 39). 
meng [Op (p—q) (Ap + 89) 
Oa red sce mn 


sin « == 


le waarde: sina = 


Ap + 8q Raad 
2e waarde: sina —= en == 8 


De 2e waarde geeft een geliĳjkzijdigen driehoek, maar 
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aangezien p en q dan beide nul moeten zijn, vervalt deze 
waarde. 
De fe waarde van sina in (IL) gesubstitueerd, geeft: 
340) 
ond ple 
Met behulp hiervan kan nu de driehoek eenvoudig ge- 
construeerd worden. 
Opmerkingen » 


tr TE 
Is « (30°, dan is BEET of. p <4 


Is «== 30°, dan isp =4g; dit is echter uitgesloten, doordat 
de tweede wortel der vergelijking « =30° gaf. pen q zijn 
dan beide nul; bovendien zou de waarde voor Ah dan 
oneindig groot worden. 

Is a > 30°, dan is An aa >4 of p > 4g. 

In dit geval zou h negatief worden, maar moet men in 
aanmerking nemen, dat H dan boven Z ligt en men dus 
het teeken van het tweede lid van de vergelijkingen I en 
IT moet omkeeren. 

Vraag. Wie kan een verklaring geven van het optreden 
van den tweeden wortel, welke een gelijkzijdigen driehoek 
oplevert ? 


Oplossing van J. A. WERTENBROEK en W. MEYER. 


Laten H‚, N en Z respectievelijk het hoogtepunt, het 
middelpunt van den ingeschreven cirkel en het zwaartepunt 
voorstellen. Het middelpunt M van den omgeschreven 
cirkel wordt dan gevonden, door op de rechte lijn gaande 
door H‚ N en 4, ZM =4ZH te nemen, waarbij Men H aan 
verschillenden kant van Z gelegen zijn. Nu is, als AB de 
basis, en C de top van den gevraagden driehoek is, 
ZCAN =ZNAB, en /CAH —= /MAB, zoodat ZHAN = ZNAM. 
A is dus gelegen op den cirkel (0) van Apollonius behoorende 
bij de zijde HM van A AHM Deze ecirkelis beschreven op 
NN’ als middellijn, waarbij N’ het middelpunt is van den 
aangeschreven cirkel van A ABC behoorende bij de zijde AB. 
Daar H, M, N en N’ harmonisch gelegen zijn, kan N’ ge- 
vonden worden, zoodat cirkel (0) geconstrueerd kan worden. 
Zooals bekend, wordt NN’ door den omgeschreven cirkel 


Pd 
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van A ABC middendoor gedeeld, zoodat nu tevens de straal 
van dien cirkel, nl. MO, bekend is. A wordt gevonden als 
snijpunt van de cirkels (O) en (M), waarna A ABC verder 
gemakkelijk voltooid kan worden. | 


214. Om een cilinder, gewicht = P KG, is een koord ge- 
wonden. De cilinder ligt op een hellend vlak (hellingshoek «), 
en wordt in rust gehouden. Het koord loopt over een katrol 
aan den top der helling en draagt een gewicht P,‚ dat vertikaal 
omlaag kan gaan. Als nu de cilinder aan zichzelf wordt over- 
gelaten, vraagt men de beweging van cilinder en gewicht. De 
massa van koord en katrolschijf te verwaarloozen. _J. v. ROON. 


Opgelost door H. J. VAN AALDEREN, J. Vv. ROON. 


Oplossing van J. v. ROON. 


De spanning in het koord tijdens de beweging zij S K.G. … 
De versnelling der beweging van het gewicht bedraagt 


dan lon B g, terwijl de cilinder zich beweegt met 


‚Psina —5S 
' P 


versnelling qg= Sr: brt Is de cilinder een hoek p ge- 


een versnelling a, g, en draait met een hoek- 


draaid, en langs een afstand /, verplaatst, terwijl het ge- 
wicht zich heeft verplaatst over een afstand lj dan is 


eng 
en dus ook qr=a,ta,, 
or PsinaS ee tS 

waardoor MME Pen ns mpd 
en S= P(l sine). 

Deze wa Se van S invoerende vindt men 

9 — sin a 3 sina l S 
br RAT md: LETS TREIN AET ge (LH sin «) 


Zoolang Bsina— 1 >0 Ak de cilinder langs het vlak. 
Is 3sinea —1—=0 of sin «—=}, dan verplaatst de cilinder 
zich niet, terwijl voor sina —1{0 de cilinder omhoog 
gaat. 
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Bij deze oplossing is aangenomen dat het koord op het 
hellend vlak ligt. De oplossing van den heer Van Aalderen 
behandelt het geval dat het koord over den cilinder is 
gespannen. | 


Oplossing van H. J. VAN AALDEREN, 


Methode van vrijmaking. 

OXY en O,X,Y, zijn de assenstelsels voor cilinder en 
gewicht. (O middelpunt van den cilinder, OX evenwijdig 
aan de helling, OY loodrecht er op; O, zwaartepunt van 
het gewicht, OX, horizontaal, OY, verticaal.) | 

De cilinder kan drie bewegingen krijgen, afhankelijk 
van de betrekking, die er tusschen den hoek «a en den 
wrijvingscoëfficient bestaat. 

1°. Hij kan glijden, waarbij het aanrakingspunt van 
cilinder en hellend vlak zich in negatieve richting beweegt. 

20, Hij kan gaan glijden, waarbij dat punt zich positief 
beweegt. 

38°. Hij kan gaan rollen. 

1° geval. 

De voorwaarde daarvoor is 

a—al <0, a! —a’ <0. 
De bewegingsvergelijkingen zijn 


voor den cilinder pe x= WA-S-—Psine 


LEN Pos 


9 
Pe (S — Wa 
I 
en voor het gewicht 

Ede 

g 

Elen | 
Ee ten 
9 Yi 


I= traagheidsmoment ten opzichte van de wentelingsas = 


ed? 


Tengevolge van de koordbevestiging nog 
en en dus Bert, 
‚ En bĳ glijden is ze f.N. 
N= PCOS 4%, 
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Door eliminatie vindt men dan 
—=tP(l +4 sina) + 4fPeose. 


x'=t5fPeosa dt P(1—3sina)l de 
__y'=0 wanty=0 en y’ =0. 
gul 1 BEEN g 
9 = gg PE A+ sina) 9 f Peosal p 


ry =}PB sine} —fP cosa 


yi =}|8 — sina — f cos al gt 
y=} l3—sina— feosal 4 gt? 
Dit ingevuld in de voorwaarde voor geval 1 
x— af! <0 
115 fecosat1—3sinal gt — 1 + sina —3fecosal gt {O0 
—1—5sinaJ-1lfeosa {0 
De voorwaarde voor het L° geval is dus 
14-5sina >) 11 feosel 
De beweging is volkomen bekend door de vergelijkingen 
hierboven. 
20 geval 
Dan geldt de voorwaarde 
a —a! 0, a! — as”) 0. 
W keert dan echter van richting om. De vergelijkingen 
worden dan 
S=i|P(lH- sina) —fPcosal 
wt 5fPeosa + P(1 —3sin a) Ee 
y=0, y=0, 9=0 


Og 1 sina +3f Cosa) g. 


yi’ =}|8 —sina + fcosal 
Dit in de voorwaarde ingevuld geeft dan 
1l—Dfeosad1l—3sinal gt — 31 4 sina 48 fecosal ge > 0 
—1l—5sina—llfecosa >) 0 
De voorwaarde voor het 2° geval is dus 
— (1 + 5sina)) 11 fcosa. 
8° geval. 
De hoofdvoorwaarde is dan: 
RA ede 
De weerstand W is voorloopig onbekende, alleen is 
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W<fN als W positief is, en — W{fN als W negatief is. 
De vergelijkingen worden dan 
—=tP(l 4-sina) +4 W 


watb +1 sing 


le Rn g 


za | p 
Uit (14 sina —3 elo 


Dat geeft met #/—=a%’ de waarde van W 
W =d P(l +5sin«). 
En dus worden bovenstaande vergelijkingen 


—= ir P(3 +4sine) 
=d (4—2sina)g 
ij 1 end < 
0 Bi 


yi’ =de |11 —3 sin al g. 
W kan zijn positief of negatief, afhankelijk. van a. ge 
dus de cilinder gal rollen als 
P(L45sine)< fPeosa 
14 5sina {11 fcosa 
en 
—_P(1H5sine)< fPeose 
—(l+5sina) {11 fcosa 
rh 


HOE —_—__—_5teadllf: de cilinder gaat glijden, aanrakings- 


punt bew eegt zich in negatieve richting. 


con J-btgas< llf en-.j-=llf: de cilinder gaat rollen 


H5tga{ —1lf: de cilinder gaat glijden, aanrakings- 


COS « 
punt beweegt zich in positieve richting. 


215 Gegeven een centraal tweedegraads oppervlak O. Als de 
projectie van het middelpunt van O, op het poolvlak van een 
veranderlijk punt P t.o. van O, op een vasten bol ligt, dan zal 
P op een ellipsoïde gelegen zijn, waarvan de assen evenwijdig 
loopen aan die van 0. __J. TUMMERS,., 


Opgelost door W.G. v. D. MEER, J. TUMMERS, 
J. A. WERTENBROEK. 
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Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 
Zij de vergelijking van het oppervlak 


Mete Due Catt sotd derd) 
en die van den bol, waarop de bedoelde projectie gelegen is : 
need 22 42 H 2b tr 26 de (2) 


waarbij rechthoekige coördinaten verondersteld worden. 
Vergelijking van het poolvlak van (@,yozo) ten opzichte 
van (1): 
Aar, + Byyo + Caz, — 1 =0 
Vergelijking van dat zelfde vlak in normaalvorm: 


LCOS « y cos Â 2 COS y En): 
p je p En p le od 
zoodat 
COS « cos Â, COS y 
x= 0 ; By = Zen, Cz = Kog 


waaruit volgt: | 
Ax? si B? J CZ ai le ze ek De Le EE ae 
Ook geldt, lettende op (2): 
p? COS? «a Hp? COS? B + p° COS*y + 
2 (a cosa + beos B He eos y) + d =0 
of 1+2aAr,2bBy,H2eCz Ade, + B°dy,? + C2dz,? =0. 
De gevraagde meetkundige plaats is dus: | 
A?da? 4 B2dy? 4 O?dz?J 2aAad By Ce 10... (3) 
zijnde een ellipsoïde, waarvan de assen evenwijdig loopen 
aan die van (1). 
Als coördinaten van het middelpunt vindt men: 


ei eens Oras 
| Aard Bd’ Od 

Houdt men dus het middelpunt van den bol vast, maar 
verandert men den straal, dan zal het middelpunt van de 
ellipsoïde zich over een rechte lijn door den oorsprong 
bewegen. Is d=—=0, d.i. voor het geval dat de bol door O 
gaat, dan ligt het middelpunt in ’t oneindige; de meetk. 
plaats is dan een plat vlak. Is d=oo, en dus ook de straal 
van den bol R=o, dan ligt het middelpunt in O, en bestaat 
de meetk. plaats uit O als geïsoleerd punt. 

Door transformatie van (8) vindt men als vergelijking op 
de assen: 


RAe) 
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A?d?? Bede C2d?2z2 
| RIE a RE 
De ellipsoïde is dus steeds bestaanbaar. 


=|, 


216. ABCD is een bolvierhoek, waarom een cirkel kan be- 
schreven worden; AB =a, BC =b, CD =cen DA =d. Nuis: 


cos ba cos $b sin B == cos Ì ccos 4d sin D. 
J. N. VISSCHERS. 


Opgelost door W. MEYER, J. N. VISSCHERS. 


Oplossing van W. MEYER. 


Is R de straal van den omgeschreven cirkel van 


A 7 Me _tg4c 
een boldriehoek ABC, dan is tgR = costs 0e en 
E di 
dE 1D (Zie o.a. Versluys, Boldiies 
2 
hoeksmeting, bladz. 44 en 45). Dus: 
AE en „cossacossbsinC cossctgse 
en COS 5 C cos +a cos 4 b sin C 
sin dc 


cos Ja cos 4bsin U" 


Trek in den bolvierhoek ABCD den grootcirkelboog AC, 
dan ontstaan de boldriehoeken ABC en ACD. Nuis AB =a, 
BC =b, CD=e en DA==d. Noemen we de stralen der 
omgeschreven cirkels van deze driehoeken respectievelijk 
R, en R,, dan is dus volgens het voorgaande: 

tg} AC tg } AC | 
cos Jacos4bsin B cos tccos td sin D' 

Volgens het onderstelde is R‚=R;, (dus tg R‚ =tg Ro), 

zoodat 


tg R‚= en tg R‚= 


tg 4 AC Zi tg $ AC 
cos Ja cos 4 bsin B costccos}dsinD ’ 
en dus | 
cos 4a cos + b sin B =cos 4c cos 4d sin D, 


1 


217. De zijden van een driehoek worden gesneden door een 
transversaal. Elk segment der transversaal, dat tusschen twee 
zijden ingesloten is, wordt in dezelfde verhouding verdeeld, als 
de derde zijde des driehoeks door de transversaal verdeeld wordt. 

a. De zes punten op de transversaal liggen 2 aan 2evenver 
van eenzelfde middelpunt. 

b. De verbindingstijnen der hoekpunten met de overeenkomstige 
deelpunten op de transversaal loopen evenwijdig. 

(Vergelijk de stelling: Neemt men op een transversaal van 
een driehoek de punten, die met de snijpunten symmetrisch ge- 
legen zijn ten opzichte van eenzelfde punt, dan snijden de lijnen 
die deze punten met de overeenkomstige hoekpunten verbinden, 
elkander in één punt. — Wisk. T. 2e jg. blade. 113.) 


Opgelost door A. P. VOOREN. 
Oplossing van A. P. VOOREN. 


a. De zijden van A A,‚A,A3 worden door de transversaal 
gesneden in B,, B,, Bs. Op B,B; zoekt men een punt P,, 
zoodanig dat P,B,:P,B;, =B,A,:B,A;, en op overeen- 
komstige wijze P, op B,B, en P, op B,B,. Bewezen zal 
worden, dat P,B,,P,B,,P;B; hetzelfde middelpunt hebben. 
Daartoe stellen we: 


PrB, EEBiAAL Belde .Bo AS EN oasen: Nn 
Pre. BiÁ, 1 Bebe pa A, P.B. BrAs Ts 
ESORat b‚bsbg =d 1. MER heeft Arde 

Pear Tense me Drab Bi Er Dje- babe UBE 
BIB PiB: BE En een: | 


Mi atruit Se. 
Ben ballad: Ae (1) 
PB. Pa XB! p zech dg 
Beschouwt men A;A, als Erne van A A,B;B,, 
dan is 


AAE BH B 
ERD wetn 
Hierin is 
KA roan nee hele Ds 
A.B; AB: bs bs 
AB, ÁB, Ì 


ACB EBA Lb, 


Oplossingen van Vraagstukken W, T, le Jrg, 2 
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Men heeft dus 
ljbe „BiB | 


Ds SB: ie 1—b, re 


waaruit 4 jn ng 
EERE Ode 6 
Ke Ten ER 
Substitutie in (1) geeft nu: 
PB belen 
PET TS en 


Dus is P,B‚,=P;B, en hebben P,B, en P‚,B; hetzelfde 
middelpunt. 
b. Volgens het bovenstaande is 
1 b: 
Ft == glas, lais: b, DG Dn en Po nn X BiB® 
Uit het eerste vindt men door eyelische omzetting der 


indices : 


zoodat 


Uit (2) volgt: 


B,By__ be(l=be) « BeBr eden 
BB. tt Tb BB 
Nu wordt 
PB, Ln ALE In had 
PB il tE Ab brb 4 
PB B 


Daar dus Aere loopt AP, 1 


218. Twee lijnen AL en AK, snijden elkander in A. Op elk 
dier lijnen zijn respectievelijk punten C, D, en C',, D, bepaald, 
zoodanig dat CD:DE=C,D, :DE,. 

Gevraagd het punt B te bepalen, waarvoor de voetpunten der 
loodlijnen daaruit op CC, DD, en EE, neergelaten, in een 
rechte liggen. C. WAFELBAKKER. 


Opgelost door C. WAFELBAKKER. 


Oplossing van C. WAFELBAKKER, 


Voor iemand, die Casey „A Sequel, etc.” kent, zeer een- 
voudig: 
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B is 2e snijpunt van de cirkels gaande door ACC, en 
ADD, (cirkel door AEE, item). 


219. A. Zen cirkel te beschrijven, die 2 gegeven cirkels raakt, 
en a) een Sden gegeven cirkel rechthoekig snijdt; b) een 3den 
gegeven cirkel in diametrale punten snijdt. 

B. Zen cirkel te beschrijven, die een gegeven lijn en een ge- 
geven cirkel raakt, en a) een 2den gegeven cirkel rechthoekig 
snijdt; b) een 2den gegeven cirkel in diametrale punten snijdt. 

J. A. WERTENBROEK. 


Opgelost door J., A. WERTENBROEK. 
Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


À. a) Noem de gegeven cirkels M,‚ N en 0. Veronderstel, 
dat P een cirkel is, die aan de vraag voldoet. Laat P, M 
en N respectievelijk in F en G raken. Zooals bekend is, 
liggen F en G met een der gelijkvormigheidspunten van 
M en N in één rechte lijn. Met het uitwendig geliĳk- 
vormigheidspunt S, als beide cirkels M en N op dezelfde 
wijze geraakt worden, anders met het inwendige gelijk- 
vormigheidspunt S’. In het eerste geval is, volgens een 
bekende eigenschap, de macht P (pos.) van S t.o.z. van 
den gevraagden cirkel bekend, in het 2de geval de macht 
P’ (neg.) van. S’. 

De constructie is dus de volgende: Bepaal de gelijk- 
vormigheidspunten S en S’ van M en N. Beschrijf daarna 
uit die punten als middelpunten cirkels respectievelijk 
met VP en V/—P/ als straal. Construeer vervolgens den 
cirkel, die O en S rechthoekig snijdt, en een der cirkels 
M of N raakt (219 Ca, Yen Jg. bladz. 19), en daarna den 
cirkel, die cirkel S’ in diametrale punten, en cirkel O recht- 
hoekig snijdt, en een der cirkels. M of N raakt (219 Cb). 
Bij beide constructies vindt men in 't algemeen 2 cirkels, 
zoodat er in ’t algemeen 4 cirkels aan de vraag voldoen. 

b) Op overeenkomstige wijze als bij a) kan ook in dit 
geval het vraagstuk tot 219 C teruggebracht worden. 

B. a) Noem de gegeven lijn l en de beide gegeven 
cirkels M en N. Veronderstel, dat O een cirkel is, die aan 
de vraag voldoet. Laat het raakpunt der cirkels M en O, 
F, dat van Zen O, G zijn. Trek nu FG, welke cirkel Min 
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C snijdt. Zooals bekend, is dan CM L/. Het verlengde van 
CM snijdt cirkel M en? respectievelijk in Een D. CEXCD = 
P, is de macht van Ct. o. z. van alle cirkels, die cirkel 
M en / op dezelfde wijze raken als de beschouwde cirkel O. 
EC XED=P’, is de macht van E t.o.z. van alle andere 
cirkels, die M en / tegelijk raken. 

De macht van het punt C (B) t.o. p. van den gevraagden 
cirkel is dus bekend. 

De constructie is dus de volgende: Trek door M een 

lijn 1 l, welke cirkel M in C en E snijdt. Beschrijf daarna 
uit C en E als middelpunten cirkels, respectievelijk met 
VP en V/P’ als straal, al naar gelang P en P’ positief of 
negatief zijn, zal de gevraagde cirkel, de cirkels C en E 
rechthoekig respectievelijk in diametrale punten moeten 
snijden. 
_ Laat bijv. P positief en P’ negatief zijn. We construeeren 
dan cerst den cirkel, die de cirkels N en C rechthoekig 
snijdt en Z raakt (205 Ca, 8en Jg. bladz. 60), en daarna den. 
cirkel, die cirkel N rechthoekig en cirkel E in diametrale 
punten suiĳjdt, en ! raakt (205 Cb). Bij beide constructies 
vindt men in ’t algemeen 2 cirkels, zoodat er in 't alge- 
meen 4 cirkels aan de vraag voldoen. 

b) Op overeenkomstige wijze als bij a) kan ook in dit 
geval het vraagstuk tot 205 C teruggebracht worden. 


280. Te bewijzen, dat het oppervlak, ingesloten door de 
kromme @=a cost, y= b sin "+2 en de positieve coördi- 
naatassen, gelijk is aan 


nt 1)abT (n + 1) (n +2) 


J. J. C. WESTENDORP._ 


Opgelost door W.G. v. D. MEER; DR. WERNDLY; 
J.J. C. WESTENDORP. 


Oplossing van J. J. C. WESTENDORP. 


De vergelijking van den kromme laat zich schrijven als 
volgt: 


Za 
1 
nn A1 
) dn! hea it glad 
waaruit y=b 1 ( 7 ) 
Het gevraagde oppervlak is dus 
1 
O1 
_ fe meed W, prer/ 0t he] 
o= fl ya = |“ ov [1 (5) de. 
Substitueer x= au? tl dan wordt: 


ite Daf. ent Bin ln 


nt Dab (nt 1) (n } 2) 
Es P(2n +3) Ep 


| 281. Ken gelijkzijdige hyperbool te construeeren, als gegeven 
zijn twee raaklijnen en een der asymptoten. H. v. DINTER. 


Opgelost door H. v. DINTER; Mej. J. A. ISBRÜCKER ; 
Tee. ROON: 


Oplossing van J. v. ROON. 


Moet een kegelsnede geconstrueerd worden die door een 
gegeven punt gaat (M), en 4 gegeven lijnen raakt (AB, BC, 
CD, DA), dan maakt men gebruik van de eigenschap, dat 
de raaklijn der gevraagde kegelsnede in het punt M een 
dubbelstraal is van den involutorischen bundel, die bepaald 
wordt door de stralenparen {MA .MC!{MB.MD! (zie Briot 
& Bouquet, Géométrie Analytique, Propriétés générales des 
sections coniques). 

Laat men AB en BC samenvallen, dan zijn gegeven drie 
raaklijnen, waarbij van een het raakpunt B bekend is. 
Is B het oneindig verre punt van AC, dan is AC asymptoot. 
Laat men ten slotte M zich verwijderen in een richting 
J AC, dan wordt M het 2e oneindig verre punt der gezochte 
hyperbool. MA, MD, MC en MB zijn evenwijdige stralen L AC, 
waarbij MB de oneindig verre rechte is. 

De involutie is dus volkomen bepaald. De constructie 
der dubbelstralen geeft twee lijnen, die ieder als tweede 
asymptoot optreden. 

Van de twee hyperbolen, die aan het vraagstuk voldoen, 
zijn zoo de asymptoten en twee raaklijnen bekend. On- 
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middellijk volgen de raakpunten. (Het raakpunt deelt den 
afstand der snijpunten met de asymptoten op iedere raaklijn 
in twee gelijke deelen.) De hyperbool kan dus verder 
geconstrueerd worden. 


Oplossing van H. VAN DINTER. 


Laten AB en AC (/BAC<{90°) de gegeven raaklijnen 
zijn, en BC de gegeven asymptoot. Trek door een punt O 
van BC een loodlijn op BC, die AB in D, en AC in E snijdt. 
Indien O het middelpunt is der gezochte hyperbool, dan 
heeft men’ volgens een bekende eigenschap: 


AOBD =A OGEN 
Trek AF + BC. Nu hebben we: 
AOB DOD A OCE _ OC? 
AsFBA BE A FOA CF 


Hieruit vindt men door deeling, lettende op (1): 
OB? AFCA ADE AEBE OB de v BE 
OC TA FBA Creon CH? OC CE 

Verdeelt men dus de lijn BC in stukken, wier vierkanten 
zich verhouden als BF en CF, dan vindt men het middel- 
punt O0. Er worden twee zulke punten gevonden. De halve 
as der hyperbool is gelijk aan L/A OBD. 


282. Twee rechthoekige driehoeken zijn zóó op elkander 
geplaatst, dat de rechthoekszijden elkander bedekken, en wel 
zoodanig, dat de kleinste rechthoekszijde van den eersten valt 
langs de grootste rechthoekszijde van den tweeden. Van den 
tweeden driehoek zijn de rechthoekszijden respectievelijk gelijk aan 
de som en het verschil van de rechthoekszijden van den eersten. 
Te bewijzen, dat de schuine zijden elkander onder een hoek van 
45° snijden. D. J. KRUITBOSCH. 
Opgelost door Mej. J. A. ett A W. Kroos JR. (2 opl), 

D. J. KRUIJTBOSCH, W. STURMS, H. W. J. VELDHUIS, 
J. Â WERTENBROEK. 
Oplossing van D. J. KRUIJTBOSCH. 

Gegevens: lis 00°, BOEE A= AAC sBDeil 

Te bewijzen : L AFE = 45°. 

Bewijs. Doordat / AFE = 45° moet zijn, moet | 
LE=LA—45! == (LAH-ZLB) == (4 A-—z B) zijn. 
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B Nustiss AG SBG en HG: AB, 
ds AAC AND 

D Dus te bewijzen, dat de bissec- 

H trice AK van / HAC evenwijdig 


loopt aan DE. 
Nu is: A BHG ” A BAC, 
E waaruit volgt: 
ik: BENE ee gent OA EN lan rn 
OD ‚ dus CH =a — Ja 
Verder is in A CAH: 
a? + b? 
CK : (CH — CK) =AC:AH=b: ' 
waaruit we vinden: 


ore 


Dus heeft men: 
EE LOKT OL 
et nd En Ao 
waaruit volgt: AK // DE. 


Opmerking. Ik kwam tot bovengenoemde stelling door 
toepassing van den tangensregel op een rechthoekigen drie- 
hoek, waardoor men onmiddellijk het gestelde vindt. 


Oplossing van A. W. Kroos JR. c.i, en W. STURMS. 


Trek AF | AC en = AC, 4 
trek FE, dan is ABEF een 
parallelogram, en AAFD == 
ACAB en ook <2 A GEEF, 
als GE | CE. Hieruit volgt: 
Ben AB, ADEE == 90°, 
ZFED =45°, dus de hoek, 
dien AB maakt met DE 
450: 


Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


Zij ABC de eerste rechthoekige driehoek, ADE de tweede, 
terwijl E gelegen is op ‘t verlengde van AC, en D op AB 
tusschen A en B. / A is de gemeenschappelijke rechte hoek. 
Derhalve AE —=AC—+AB en AD =AB-—AC. Dus: 

ED? = AE? + AD? = (AC + AB)? + (AB — AC)? = 2BC?, 
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zoodat ED =BC1v?2. Projecteer nu ED op BC, en zij E‚D, 
de projectie. Men heeft dan : A CEE, —— A ABC —— A BDD. 
Dus: „B,0:CE== AC: BC of: BG: AB == ACHB6 
en DiBtAB=DB:BC ofsD; Be AB = ACH HEN 

Derhalve: E‚C=D,B, zoodat 

ED =CB SDI 2E DGOS 4 

De schuine zijden snijden elkander dus onder een hoek 

van 45°, 


283. Gegeven van een kegelsnede; een raaklijn t‚ een brand- 
punt F,,en twee punten A en B, Gevraagd de kegelsnede te 
construeeren. 

(Mondeling M.O. K,‚ 1907.) _ÄNDRE OLIVIER. 


Opgelost door ANDRE OLIVIER, J. Vv. ROON. 


Oplossing van ANDRE OLIVIER. 


Men weet, dat het voetpunt C van de loodlijn, uit EF op 
t neergelaten, ligt op den cirkel, die beschreven is op de 
groote as van de kegelsnede als middellijn. Evenzoo zullen 
de cirkels M en N, op AF, en BF, als middellijn beschre- 
ven, raken aan denzelfden cirkel. 

Men heeft dus een cirkel O te construeeren, die gaat 
door C, en de beide cirkels M en N raakt (in ’t algemeen 
twee oplossingen). Dit levert ons direct de assen in grootte 
en richting. 


Opmerking. Valt F,‚ binnen cirkel O , . . ellips. 
„_Fj- buiten zit Overen GER 
Ontaardt cirkel O in een rechte + … tor pafADODR 


284. Van een viervlak TABC is gegeven : 1°. het vlak V van 
driehoek ABC; 29. de afstand van het punt T tot dit vlak ; 
30, in een vlak W de driehoek A,B‚C,, dien dit vlak W snijdt 
wit de zijvlakken TAB, TBC en TCA; 4". de eigenschap dat 
A ABC gelijkvormig is met een gegeven driehnek A,B‚C,. 
Gevraagd : aan te geven hoe men dit viervlak kan construeeren. 

D. POSTMA. 


Opgelost door D. POSTMA, J. v. ROON, J. A. WERTENBROEK. 
Oplossing van D. POSTMA en J. A. WERTENBROEK. 
Breng door een der hoekpunten van A A,B‚C,, bijv. B,, 
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een vlak Z//V. Laat dit vlak de ribben TA en TC in A3 
resp. C; snijden. Is dan S het snijpunt van de verlengden 
van A‚,C, en A;C;, dan is B,S een stuk van de doorsnede 
van W en Z. Daar A A;B,C; -” A A,B,Cs, zijn de hoeken 
SC,B en SA;B, bekend, zoodat A; en C; elk gelegen zijn 
op een cirkelboog, in Z op B,S als koorde beschreven. 

Breng nu een vlak U//V aan op een afstand = de ge- 
geven hoogte, en projecteer op dit vlak U van uit A, en 
C, de twee cirkelbogen, behoorende bij A, resp. C;. Deze 
projecties snijden elkander in de projectie S’ van S, en in 
t algemeen nog in een tweede punt. Dit tweede snijpunt 
is de top T van het gevraagde viervlak. 

Is T gevonden, dan volgt de constructie van het viervlak 
verder gemakkelijk. Er zijn twee oplossingen. 


Oplossing van J. v. ROON., 


Denkt men zich het viervlak TABC geconstrueerd, en 
door T een vlak V, evenwijdig aan het vlak V gebracht, 
dan zullen de lijnen A,B,, B,C, en A‚C, in het vlak W 
gelegen de sniĳlijn van V en W snijden in de punten 
c‚, a en b, en de snijlijn van V, en W snijden in de punten 
C‚, 4, en b‚. De punten c, a en b liggen op de lijnen AB, 
BC en CA, terwijl de lijnen Ta,, Tb,, Te, evenwijdig zullen 
zijn resp. met BC, AC en AB. Men heeft dus: 

ACD Arlene ABU. 

Deze beschouwing lijdt tot de volgende constructie : 

Breng een vlak V, evenwijdig aan het vlak V, zoodat de 
afstand dier vlakken gelijk is aan de hoogte van het vier- 
vlak. Het vlak V snijdt W volgens de lijn L,en V, volgens 
de liĳn L. Verleng de zijden van A A,B‚C, tot zij L en 
L, snijden. Hierdoor vindt men de punten cen ec, op A,B,, 
Renn op BG b en bop GA Gónstrueer opa,b, een 
cirkelsegment, gelegen in vlak V,, dat /ACB =/A,C,B; be- 
vat, en op a,c, een dat ABC =/A,B,C, bevat. Deze seg- 
menten kunnen aan beide zijden van L, geconstrueerd 
worden. De snijding dezer segmenten geeft het punt T, 
waardoor het viervlak geheel bepaald is. Er blijken dus 
twee viervlakken te voldoen. 


285. Op een plat vlak staan twee wielen (straal —= LR), 
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verbonden door een as (straal = 5 kb). Om de as ts een koord 
gewonden, dat op een afstand R—r evenwijdig aan het vlak 
loopt, over een katrolschijf ligt, en gespannen wordt door een 
gewicht G. Gegeven is het gewicht van de wielen met de as 


E Ja . 
=P KG, traagheidsmoment = 4 7 R?, wrijvingscoëfficiënt = f. 


De massa van koord en katrolschijf, en de rollende wrijving 
worden verwaarloosd. Welke is de beweging der wielen ? 
P v. ROON. 


Opgelost door J. v. Roon, H. W. J. VELDHUIS. 


Oplossing van J. v. ROON. 


De beweging der wielen kan zoowel zuiver rollend, als 
sleepend en rollend zijn. Beschouwen wij eerst het geval 
van zuiver rollen. De spanning in het koord zij = SKG. de 
weerstand in het aanrakingspunt met het vlak zij = W KG. 
De versnelling, waarmede het gewicht daalt, is dan 
=S g, terwijl de versnelling van de beweging der 


wielen bedraagt (Mn 


En g. Bovendien draaien de wie- 
W XR—-5SXER 
1 „Eis 2 
| Ger B 
De voorwaarde voor zuiver rollen is nu a,,= gh, ter wijl 
bovendien a,=gq(R—jR). 
Ter bepaling van W en S heeft Hi dus : 


len met een hoekversnelling q = 


S— W Wis G — 4(W— £5) 

eeb 

Rr n 125 PG 
waaruit : he 125 P + 64G 

45 PG 
WEP 60 
waardoor men vindt: 
64 G 80 G 


UT PEPLHGS “TPG 


Wil er zuiver rollen kunnen plaats hebben, dan moet 

W <{fP zijn, of 
AN 45, 
125 P 4 64G 


ee 


Sf en dus G < Ne 


2d 


Hieruit blijkt, dat voor f > #3 steeds zuiver rollen bestaat, 
hoe groot G mag zijn. 

Blijkt, dat W ) fP zou zijn, dan kan geen zuiver rollen 
plaats hebben. De bewegingsvergelijkingen zijn dan: 
G—S Mk __ fPR—4SR 


za G g, dept t Oinmkk md Rn 


Bovendien moet 


iS 
Te de mt en 
nk 
Hieruit volgt: S= Se Sd ’ 
Hen GE 45fP 
waardoor 4, 95 P F2 9 
Oer 
OR 00 


dg 20E + 20/G—5G 
ORP 200 
DIe Ole, dan zal gy ==) zijn. 
In dit geval draaien de wielen niet, maar worden door 
G meegesleept. 


Opmerking van H. W. J. VELDHUIS. 


Heeft geen zuiver rollen plaats, dan zijn verschillende 
gevallen denkbaar. Is f, de wrijvingscoëfficiënt der rust, 
en f die der beweging, dan zal als: 


AT <0: 25G + 16fG — ZS 0, of ie 


Nu moet, zooals boven is sevoht en 
45G 45G 
ho Sale eee rr Ies 
a, <0 is dus onmogelijk. 


25G 
25P — 16G 


x G 
0, g<0: 25fP + 20fG — 5G CX Ee 40 46’ 


hetgeen overeenkomt met geen, respectievelijk negatieve 
rotatie. 
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In totaal zijn er dus 4 gevallen. Stelt men eN == ft, dak 


heeft men: 
45 45 — 64f, 
rn Sr ° 
LG Don LOON Tor 


der te glijden. 
45 1 l-—4f 45 — 64f, 
IL Jena PAN pr erns On 
de wielen rollen en glijden (draaiing in positieven zin). 
1 1—4f 


De wielen rollen zon- 


UI ORK EA. De wielen glijden zonder 
rollen. 
1 lief Ni Ze 
EO amadines De wielen rollen en glijden 


(draaiing in negatieven zin). 

Voor f, ) #} is alleen L, voor f ) 4 alleen Il en II mogelijk. 
Il is onmogelijk als 

4 Of AREN à 
De Len of 25 f — 36f, > 45. 
Hieraan voldoet b.v. een stalen cilinder op een iĳsvloer : 
f 04 en == 002 
In dit geval is ook [IL onmogelijk en men heeft 
I alsn > 12,827. 


IV als n < 12,827. 


286. Hr zijn 2 gegeven lijnen, l en U, waarop rusten de lijnen- 
paren ad’, Db’, ec, en de lijn e. Zeker vlak door e snijdt de 
lijnenparen resp. in de puntenparen AA’, BB’, CC’, zóó dat de 
lijnen AA’, BB’, CC’ door één punt P gaan. Te bewijzen : 

1°. Dat ook ieder ander vlak door e de lijnenparen snijdt 
in puntenparen, wier verbindingslijnen door één punt gaan. 

2’. Dat de meetkundige plaats van het punt P een rechte is, 
die Ll en U’ snijdt. À. VEGA. 


Opgelost door W. F. GISOLF; J. v. ROON; A. VEGA. 


Oplossing van J. v. ROON. 


De lijnen e,a en a’ bepalen een hyperboloïde I, waar- 
van U, / en AA’ beschrijvende lijnen van het tweede 
stelsel zijn. 
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De lijnen e,b en b/ bepalen een hyperboloïde IL. Hier- 
van zijn l, en BB’ beschrijvende lijnen van het tweede 
stelsel. 

Deze beide hyperboloïden hebben de Ben e, len U 
gemeen. Zij hebben dus nog een 4e rechte gemeen, die 
gaat door het snijpunt van AA’ en BB’, de rechte p‚. 

De lijnen e‚ c en c’ bepalen een hyperboloïde III. Deze 
heeft met [ een 4e rechte gemeen (p;), die door het snijpunt 
van AA’ en CC’ gaat Gaan AA’, BB’ en CC/ door één punt, 
dan gaan de lijnen p‚, ps en p; door dit punt. 

Pp, en p, liggen beide op 1. Daar door hun snijpunt ook 
de lijn AA’ zou gaan, die op lligt, blijkt dat p, en p, samen- 
vallen. Evenzoo p,‚ en p3, en p, en pz. Gaan AA’, BB’ en CC’ 
voor één stand van het vlak EE door één punt, dan doen 
zij dit dus steeds. Het snijpunt ligt steeds op de lijn p (di. 
de lijn, waarin p‚, ps en p3 samenvallen). Deze lijn is een 
beschrijvende lijn van elk der hyperboloïden behoorende 
tot hetzelfde stelsel als e, en snijdt dus / en /. 


287. Gegeven 2 elkaar kruisende rechten en op de eene een 
vast stuk AB—=a, op de andere een verschuifbaar stuk CD = b. 
Wordt gevraagd ’t viervlak ABCD zóó te bepalen, dat de in- 
geschreven bol zoo groot mogelijk is J. N. VISSCHERS. 


Opgelost door C. A. Crkor; W. FE. GrsoLF; J. v. ROON; 
J. N. VISSCHERS; J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van J. N. VISSCHERS. 


Als k de afstand is der kruisende rechten en « de hoek, 

dien ze vormen, is de Luhoud gan ieder mogelijk erv lald 

tabksina of constant. Ver- 
der volgt uit de formule 
Ee dat r zoo groot moge- 
lijk zal zijn, als O,’t opper- 
vlak, zoo klein mogelijk is, 
Nu blijven 2 zijvlakken, nl. 
ACD en BCD bij verschui- 
ving van CD steeds hun 


C M D 


grootte behouden. De vraag is dus beantwoord, als bepaald 
is, wanneer A ABC + A ABD een minimum is. 
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Dit laatste is het geval, als de hoogtelijnen CE en DF 
samen zoo klein mogelijk zijn. Breng een vlak door EF 
evenwijdig aan CD, laat uit C en D daarop de loodlijnen 
CG en DH neer, verbind de voetpunten en G met E‚, H met 
F, Trek ten slotte uit F de lijn FK evenwijdig aan CD tot 
zij EG snijdt in K,dan is CK = DF. De rechthoekige A EKF 
blijft constant, dus ook de basis van A EKC. Deze laatste 
behoudt alzoo altijd dezelfde grootte, en CE CK of CE + DE 
is minimum voor EG = (GK, waaruit volgt GL = LH. Is nu 
LM =k, dan is ook CM = MD en daarmede is dan de stand 
van CD en ’t gevraagde viervlak bepaald. 


288. Hoe verdeelen de medianen van een boldriehoek elkander ? 
J. N. VISSCHERS. 


Opgelost door J. N. VISSCHERS. 


le Oplossing van J N. VISSCHERS. 
Zij ABC een boldriehoek met de medianen AD en CE, 
die elkander in S snijden. In boldriehoek ASE is 
sin AEC sin 4e 


sin AS = sin ÂSE 


In boldriehoek CSD is 


sin BCE sin } a 
sinCSD 
sinAÂS sin AkCsinte _ sin BECsinte _ 
sinDS sinBCEsinsa sin BCEsin ta 
_ Sinasin4c 
sin4csin la 


sin DS = 


Dus 


=— Ì COS Ja, 


of in anderen vorm 
sin AS: sin DS =?2costa:1. 


2e Oplossing van J. N. VISSCHERS. 


In boldriehoek ABD is CE een transversaal, dus volgens 
Menelaüs : 
sin }csinasin DS =sin 4csin asin AS, 
of na behoorlijke vereenvoudiging 
sin AS:sin DS ==? cos ja. 


5] 


289. Gevraagd de omhullende van: 
y—rsina 
Alia tg 2a, 
L — F COS « 
(a s de parameter.) 
Wat is de beteekenis van dit vraagstuk in optischen zin ? 


Dr: LW. H.C WERNDLY. 


Opselosts door DR. J. GEEST, J. v. ROON, E.J. VAES, 
ENV ee. VELDHUIS DR DEU, CHS Ge WERNDLY, 
J. A. WERTENBROEK. 
Oplossing van DR. L. U. H. C. WERNDLY. 
Elimineer « uit: y cos ?2a — sin 2a + rsina=0 
en —?2y sin 2a — 2a COS Za + r COS a = 0; 
het gemakkelijkst door « en y op te lossen. 

UE „(cos a sin 2a — 2 sin « COS 2) 
2e =r (2 sin « sin 2a + COS a COS Za) 


r 


2e = S(3cose —cos3a) — I(3sine sin 3e) 


y= rsin a. 
3 
2 


GS 


do) een Cr zi, | 
ge i 
2 2 BEEZ 
D= (PHP) rS — 9) 
(An? + 4y? —r?)S = Ay rt Epicycloïde. 


Deze vergelijking stelt de kaustische lijn voor bij sphe- 
rische spiegeling van evenwijdig licht. 


Oplossing van J. v. ROON. 
Uit de gegeven vergelijking volgt: 


SU 2 COS Zar SI ae Ne (1) 
Differentiatie ten opzichte van «a geeft: 
GOS DOH WSI DAE PCOS UIN. 1(2) 


Hieruit volgt: 


r 
P, 
D) \sin 2x sin « + (sin 2x sin a + COS a COS 22x)| = 
d Ì 1 ij) 2 Len 
z |sin 2x sin « + cos a) = 


|E COS x — 5 COS 3x + COS al =P COSa — Jr COS Ì2, 


DOI 


e 


82 


en 


y =glsin2x cosa — 2 sin « COS Zx{ = 


a as 
5 (sin 2a COS a — sin a COS 2a) — sin « COS Zal = 


Pae j 
gisinx— $sin3x 4 4sina/={rsina — {rsin Sa, 


Deze vergelijkingen bepalen een epicycloïde met straal 
erondcirkel==} r, straal, rolcirkel=sd 

Verlichten evenwijdige stralen een cirkel, dan omhullen 
de teruggekaatste stralen bovengenoemde epieyecloïde. 

De vergelijkingen (1) en (2) in het kwadraat gebracht en 
opgeteld geven: 


edy? =r?sin?addr?eosta=ir? Hr? sin? e. 
Uit y=?rsina—4rsinda volgt: 
y=Ârsina—dr(3sina—4sin? a) 


of y= rsin ds, sin a = Ra 
Men:heeft‘dus: (44? Sr ge 
De vergelijking der kromme is dus: 
(4e? + 4y? rr?) == rt? 


Oplossing van DR. J. GEEST. 


De gezochte omhullende is de brandlijn bij terugkaatsing 
tegen een cirkel (straal =|) voor evenwijdig aan de X-as 
invallende stralen (invalshoek =a). 

„Hare vergelijking is te vinden door toepassing van de 
methode, vermeld in Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie 
der höheren ebenen Kurven (2 Aufl. $ 85). Vormen wij 
nl. de gegeven vergelijking om tot 

esin 2a — y COS Za — r sin a —= 0, 
dan hebben wij te doen met voorbeeld 3 uit die $, waarin 
dan te stellen is: 

dy bd CO dE IE AN 
de vergelijking der omhullende wordt dan: 
[4 (a? Jy?) —r? S= rt? 


(Vervolg in volgenden jaargang.) 
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